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在 多 年 科学 研究 和 教学 实践 中 ， 我 们 深 感应 该 有 一 本 同时 能 
适应 数学 系 、 计 算 机 系 和 哲学 系 本 科学 生 的 逻辑 教学 用 书 。 该 书 
不 仅 向 学 生 介绍 数理 逻辑 的 基本 知识 ， 而 且 在 此 基础 上 还 能 引导 
学 生 在 某 些 方面 走 到 研究 的 前 沿 ， 从 而 使 他 们 具有 更 高 、 更 深刻 
的 观点 ， 以 利于 他 们 的 其 他 学 科 的 学 习 。 为 此 ， 四 年 前 我 们 在 南 
开 大 学 数学 专业 试点 班 开设 了 这 一 课程 ， 至 今 已 讲 过 四 次 ， 受 到 
同学 们 的 欢迎 。 在 该 课 进行 中 ， 我 们 仅见 到 一 本 类 似 的 书 ， 即 ， 
“Computability; Computable Functions, Logic and Foundations 
of Mathematics 《可 计算 性 : 可 计算 函数 、 逻 辑 和 数学 基础 。 详 见 
引言 )”. 正如 该 书 书 名 所 表明 的 , 该 书 和 我 们 的 书 的 内 容 有 交叉 ， 
但 侧重 点 有 所 不 同 。 在 此 ， 我 们 希望 有 更 多 、 更 好 的 此 类 图 书 问 
世 。 另 外 ， 该 书 也 可 供 相关 专业 的 硕士 生 和 教师 参考 ， 以 补充 他 
们 的 科研 和 教学 的 需要 。 

作者 感谢 曾 在 南开 数学 试点 班 修 过 该 课 的 学 生 ， 他 们 中 不 少 
人 对 本 书 提出 过 修正 意见 。 还 特别 感谢 研究 生 丁 龙 云 、 李 军 、 杨 
HDG FET. FH, A. REE, ER, EBEE 
过 修正 意见 ， 有 的 还 对 本 书 的 练习 和 参考 文献 进行 过 整理 。 本 书 
作者 徐 韦 润 也 特别 感谢 他 的 老师 唐 稚 松 、 陆 钟 万 、| 张 锦 文 |、 涂 克 
仁 等 的 早年 教导 ; 还 感谢 天 津 纺织 学 院 潘 家 入 老师 ， 他 和 作者 进 
行 过 长 期 的 、 有 关 逻 辑 和 集合 论 的 十 分 有 益 的 讨论 。 

由 于 水 平和 时 间 限 制 ， 本 版 书 中 错误 和 疏漏 在 所 难免 ,恳请 
专家 和 读者 指正 。 待 有 机 会 时 再 进行 全 面 收 订 。 
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第 一 章 引 È 


首先 ， 介绍 一 下 本 书 的 题目 。 

这 里 所 谓 的 “计算 机 ”， 并 不 是 单 指 通常 作 各 种 科学 计算 或 非 
数值 计算 的 电子 计算 机 ， 而 是 包括 各 种 各 样 的 计算 装置 和 在 其 上 
实现 的 计算 。 用 一 个 更 丛 当 的 词 ， 称 作 “ 理 想 计 算 机 ”， 这 即 通常 
所 说 的 “可 计算 理论 ”。 

这 里 所 谓 的 “逻辑 ” 是 专 指 “数理 四 辑 ”， 即 用 数学 方法 来 研 
FACE POE, 因而 , 既 不 是 指 生活 中 的 “ 远 辑 ”也 不 是 措 
目前 哲学 中 令 人 难以 琢磨 的 “ 迎 辑 "。 

这 里 所 谓 的 “集合 论 ” 是 广义 的 ， 只 不 过 在 本 文中 是 从 数学 
角度 上 对 其 进行 抽象 的 研究 。 当 然 ， 我 们 既 要 讨论 所 谓 的 朴素 集 
合 论 ,还 要 讨论 公理 化 集合 论 ， 以 及 Zermelo-Fraenkel 公理 集合 
论 系统 ZF。 

其 次 ， 我 们 采取 追根 洲 源 的 办 法 ， 介 绍 计算 机 、 远 辑 和 集合 
论 这 三 者 之 间 的 关系 。 以 下 分 3 个 题目 来 讲 : 


1- 集合 论 和 第 三 次 数学 危机 


RAC 《或 更 确切 地 说 是 补 素 集 合 论 是 在 19 世纪 70 年 代 
建立 起 来 的 。 具体 说 来 , 1873 年 12 月 , G. Cantor 发 现实 数 是 不 
可 数 的 ,并 写 信 告诉 了 Dedekind; RÆ, Cantor 发 表 了 第 一 篇 有 
关 的 研究 论文 - 1882 年 Cantor 宣布 他 证 明了 连续 统 猜想 ( 简 记 为 
CH), 但 直至 他 1918 年 去 世 也 一 直 末 能 发 表 , 且 在 他 去 世 之 前 曾 
很 遗憾 地 表示 ， 自 己 未 能 最 终 完 成 这 一 证 明 。 尽 管 如 此 ， 在 他 的 
开创 性 工作 导 引 下 ， 集 合 论 已 经 是 成 虹 卓 著 ， 并 可 以 作为 各 门 数 
学 的 基础 了 .所 以 在 1900 年 国际 数学 家 大 会 上 ,Poincalt 宣称 : 数 
学 大 厦 已 经 建成 。 然而 , 就 在 两 年 之 后 , 即 出 现 了 Russell 的 有 各 
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WE CX 为 所 有 集合 之 集合 ) ,这 一 悖 论 , 在 Cantor 给 Dedekind 
葛 信 中 也 已 考虑 到 ， 但 无 好 的 解决 方法 。 再 加 上 其 他 一 些 类 似 的 
悖 论 先后 出 现 ， 于 是 便 时 致 了 第 三 次 数学 危机 。 第 一 次 数学 危机 
是 无 理 数 的 出 现 , 第 二 次 则 是 有 关 如 何 理解 高 阶 无 穿 小 . 可见, 这 
三 次 危机 均 是 与 数学 中 的 无 穷 相 关 的 。 为 解决 这 第 三 次 危机 ， 本 
世纪 前 30 年 出 现 了 有 名 的 三 大 主义 ， 即 以 Russell 为 代表 的 逻辑 
主义 、 以 Hilbert 为 代表 的 形式 主义 和 以 Brouwer 为 代表 的 直觉 
主义 。 他 们 分 别 从 各 自 的 观点 出 发 ， 试 图 克服 这 次 危机 。 特 别 是 
ERELARALY., REREAPRE, SUSHRPRR 
用 馆 辑 对 集合 论 给 以 公理 化 处 理 。 这 便 引 起 我 们 第 二 部 分 要 讨论 
的 内 容 。 


2. 逻辑 与 有 穷 性 finitary》 原则 


BE PEX mathematical logie》 有 两 个 来 源 : 一 是 日 常生 
活 中 的 逻辑 ， 一 是 数学 中 的 逻辑 。 所 谓 数 理 逮 辑 邵 是 “用 数学 的 
方法 来 研究 数学 中 的 逻辑 ”. 早 在 17 世纪 的 Leibniz。 即 试图 设计 
一 种 语言 ， 用 它 来 书写 数学 证 明 ， 且 按 这 种 形式 证 明 ， 不 用 加 任 
笨 其 他 解释 ， 即 可 机 械 地 判定 此 证 明 有 无 错误 ， 而 不 会 出 现任 何 
争议 . 但 是 , 具有 先 见 性 的 Leibniz 仅仅 有 这 样 一 个 想法 , 而 真能 
称 得 起 是 命题 迎 辑 的 ， 则 要 到 19 世纪 中 期 的 Boole， 而 更 能 称 得 
起 是 数学 逻辑 的 ， 则 要 到 1879 年 Frege HiME. We. AB 
Ew SILT AAR (十 ，" )， 如 Hilbert 的 《几何 基 
础 》 中 所 阐述 的 内 容 等 。 

当 第 三 次 数学 危机 出 现 后 ， 逻 辑 便 在 严格 的 数学 基础 中 发 挥 
了 作用 .前面 所 说 的 逻辑 主义 和 形式 主义 , 可 以 说 是 殊途同归 。 与 
此 相应 的 是 对 朴素 集合 论 进行 公理 化 。 其 中 主要 的 有 两 种 : 一 是 
1904 年 Zermelo 关于 公理 和 集 论 的 研究 ， 以 及 后 来 与 Frankel 一 起 
用 谓词 逻辑 表述 的 ZF 系统 (或 者 再 加 上 选择 公理 AC 之 后 称 之 
为 的 ZFC); 二 是 所 请 的 GBN 系统 ， 由 Gödel, Bernays 和 von 
Neumann 等 人 建立 和 发 展 。 根据 这 些 公 理化 集 论 的 研究 , 确实 不 
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会 产生 什么 矛盾 ， 但 并 没有 真正 地 刻画 了 “集合 ”涵义 。 这 个 结 
论 可 从 Godel 的 1931 年 的 形式 数论 系统 不 完全 得 到 。 而 到 1963 
年 , 由 P. J. Cohen 证 得 CH 是 独立 于 ZF 的 。 其 证 明 方法 即 所 谓 
的 力 迫 法 ， 正 是 引入 可 以 是 也 可 以 不 是 集合 的 对 象 作为 集合 而 加 
以 证 明 的 。 

那么 , 这 到 广 是 什么 原因 ?还 是 G6del 及 其 之 后 的 研究 者 (如 
M. Davis 等 所 指出 的 , 这 是 由 于 坚持 了 所 谓 的 “有 穷 性 原则 ”， 
即 一 方面 是 将 表示 数学 内 容 的 符号 和 其 意 义 分 开 ， 另 一 方面 是 数 
学 公式 的 有 穷 长 及 推理 规则 的 有 穷 可 判定 。 为 立 述 所 谓 的 有 穷 性 
原则 ， 我 们 讨论 下 面 的 第 三 部 分 内 容 。 


3. 有 穷 性 原则 和 理想 计算 机 


自 1900 年 Hilbert 提出 23 个 数学 问题 向 20 世纪 数学 家 挑 成 
之 后 .不 少 人 对 其 中 的 第 十 问题 进行 研究 。 该 河 题 是 说 : 有 无 一 
个 确定 的 方法 ， 使 对 任 给 的 Diophanto 方程 ( 即 整 系数 多 项 式 方 
程 ), 可 在 有 穷 步 判定 其 有 无 正 整数 解 。 起 初 , 大 部 分 研究 者 认为 
是 可 以 找到 这 样 的 方法 的 。 但 经 30 多 年 努力 , 均 告 失败 后 , 有 些 
人 就 觉得 : 可 能 根本 不 存在 这 样 的 方法 。 但 要 证 明 这 一 想法 是 正 
确 的 , 则 必须 首先 说 明 究竟 什么 是 “方法 ”。 这 便 是 20 世纪 30 年 
民 中 期 开始 的 各 种 可 计算 理论 的 研究 . 其 中 , 最 著名 的 是 :Gadel、 
Kleene 等 的 递归 函数 论 ，A，Turing 的 Turing 机 器 理论 ，A 
Church HY A -演算 理论 ，Post 系统 ， 以 及 50 年 代 的 Markov 算法 
论 、 递 归 算 法 论 ( 胡 世 华 )、URIM (Minsky 等 )。 这些, 都 是 对 
“方法 ”所 作 的 不 同 定义 ,但 能 证 明 这 种 种 定义 在 一 定 意义 上 又 是 
相互 等 价 的 。 由 此 ， 再 如 上 一 直 未 找到 任何 一 个 不 包含 在 上 述 任 
何 一 种 定义 中 的 “方法 ”, 故 就 产生 出 一 种 信念 : 任何 “方法 ”不 
过 是 由 上 述 所 定义 的 这 便 是 所 谓 的 Church-Turing 论题 (任何 一 
个 可 计算 函数 均 可 由 Turing 机 计算 )。 在 这 基础 上 , 经 M. Davis, 
J. Robinson 和 H. Putnam 等 人 多 年 的 工作 , 在 1970 年 , 由 前 苏 
联 年 轻 的 数学 家 Matijasevix (当时 还 是 学 生 ), WET Hilbert 第 
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十 问题 是 不 可 解 的 ， 即 不 存在 一 个 确定 的 方法 《或 产 格 地 说 是 不 
存在 一 个 Turing 机 ), 和 局 对 任 给 的 Diophanto HE. MEA HH HA 
定 其 有 无 整数 解 。 

至 70 年 代 , 随 着 计算 机 及 其 应 用 的 广泛 发 展 , 有 些 科 学 家 开 
始 研究 理想 计算 机 的 由 来 ， 并 得 出 结论 : 上述 种 种 定义 的 实质 是 
所 请 的 “有 穷 性 ”和 “确定 性 ”( 如 王 滑 等 )。 胡 国定 教授 和 我 就 
是 在 上 述 研究 的 基础 上 , 结合 了 Turing 机 的 确定 性 (排除 了 其 对 
运算 对 象 操作 的 特殊 性 ) 和 Post 系统 对 运算 对 象 操作 的 一 般 性 
《排除 了 它 的 非 硝 定性 ), 对 上 述 “ 方 法 ”, 作 了 最 一 般 的 定义 ， 即 
所 谓 的 计算 机 的 数学 模型 (MMCM), 而 且 进 一 步 明 确 指 出 : 由 这 
种 “方法 ”所 确定 的 不 则 努 所 谓 的 “有 穷 性 原则 ”。 

由 上 述 集合 论 、 逻 辑 和 计算 机 的 关系 ， 可 确定 进行 下 述 从 计 
算 机 (有 穷 性 原则 〉 到 妇 辑 ， 进 而 再 到 集合 论 的 研究 。 

那么 ,到底 有 什么 重大 问题 值得 特别 提出 和 讨论 呢 ? 这 就 是 


从 
补 率 集合 论 一 ZF 系统 (或 ZFC AR) 
产生 的 很 多 问题 ,比如 CH 应 要 么 为 真 , 要 么 为 假 , 可 是 ZF 却 不 
能 确定 其 真 、 假 性 (或 称 CH 独立 于 2F)。 造成 这 种 情况 的 原因 是 
合 论 公 理 不 够 ， 比 如 大 基数 问题 、 决 定性 公理 等 的 研究 都 是 与 
此 相关 的 。 正 是 由 于 这 些 问 题 ， 刺 激 了 集合 论 的 发 展 ， 在 这 不 断 
深入 的 研究 过 程 中 ， 人 们 发 现 了 不 少 新 方法 和 新 观点 ， 从 而 必 将 
把 我 们 带 入 更 广阔 更 自由 的 境界 。 
造成 这 一 情况 的 另 一 原因 是 一 阶 逻 辑 的 有 穿 性 原则 。 为 了 克 
RATER, 从 50 年 代 至 今 , BRT RSE. 这 里 不 是 指 
在 计算 机 科学 中 应 用 的 种 种 更 局 限 、 更 有 新 特色 的 逻辑 ， 而 是 指 
更 广泛 的 、 更 适 于 描述 数学 的 逻辑 。 J. Barwise 在 他 1985 年 所 编 
的 书 “Model Theoretic Logics” 中, 介绍 了 30 多 位 数理 逻辑 学 家 
的 有 关 研 究 结果 。S、Shapire 在 其 1991 AS “Foundations 
Without Foundationalism” 中 , 将 二 阶 逻 辑 作 了 更 详细 的 论述 。 本 
书 将 摘要 介绍 其 中 一 些 重 要 结果 。 此 处 特别 提出 ， 近 几 年 ， 胡 国 


TEY HAOR AAR EN. OBA. 针对 有 穷 性 原则 ， 
不 再 将 符号 和 其 涵义 分 开 . 并 承认 朴素 集合 论 的 基本 内 容 《为 锡 
除 悖 论 ， 稍 加 修改 )， 以 此 为 出 发 点 建立 数学 基础 。 

理想 计算 机 领域 的 问题 就 更 多 了 .几乎 可 以 说 是 俯 拾 即 是 - 计 
算 机 的 预 研 、 设 计 、 研 制 和 应 用 ， 包 括 硬 件 和 软件 ,向 科研 人 员 
提出 一 系列 新 的 理论 向 题 。 正 是 这 些 问 题 的 研究 和 解决 ， 推 动 着 
计算 机 科学 飞速 发 展 。 比 如 ， 已 经 30 多 年 了 .尚未 解决 的 “P 一 
NP?” 问题 , 引起 全 世界 理论 计算 机 科学 家 和 数学 家 的 关心 , 有 些 
人 其 至 潜心 竭 虑 ， 可 至 今 尚 看 不 出 解决 的 眉目 。 有 多 种 著名 期 刊 
REE, 刊 裁 有 关 这 方面 研究 的 进展 。 AE 10 年 前 ,就 有 人 将 该 
问题 与 CH 问题 作对 比 .两 个 很 不 相同 的 领域 的 问题 , 表面 看 来 十 
分 不 同 ， 然 而 也 有 很 多 相似 之 处 。 这 不 能 二 说， 科学 是 多 么 的 奇 
妙 诱 人 。 有 心计 的 科学 家 和 研究 者 ,一定 会 在 这 些 问 题 的 解决 中 ， 
贡献 出 他 们 的 聪明 和 积 才智 。 

本 书 是 写 给 大 学 数学 系 和 计算 机 系 的 学 生 用 的 。 对 数学 系 的 
学 生 ， 本 书 将 起 到 向 实际 方面 引导 的 作用 ， 且 又 能 使 他 们 受到 在 
其 他 数学 中 未 介绍 过 的 形式 方法 的 训练 ， 特 别 是 集合 论 使 得 他 们 
对 所 研究 的 数学 有 了 更 牢 著 的 基础 。 对 计算 机 系 的 学 生 ， 本 书 能 
引导 他 们 司 用 一 般 的 方法 ， 开 启 他 们 解决 实际 问题 的 思路 。 并 能 
从 密 观 上 对 自己 所 学 和 所 作 的 ， 有 更 深刻 、 更 概括 的 观点 ， 从 而 
有 助 于 新 概念 、 新 方法 的 建立 。 本 书 也 可 作为 有 关 领 域 的 教师 和 
研究 者 的 参考 用 书 。 因 为 本 书 不 仅 有 基本 的 内 容 介绍 ， 还 有 最 新 
的 研究 报道 ， 这 些 内 容 既 可 作为 他 们 教学 和 研究 的 补充 ， 也 可 将 
他 们 带 入 有 兴趣 的 研究 前 沿 。 - 

在 1989 年 ,美国 著名 的 逻辑 学 家 、 数 学 家 Epstein 等 出 版 一 
i. 24 “Computability, Computable Functions, Logic and the 
Foundations of Mathematics”( 可 计算 性 : 可 计算 函数 、 BRM 
FEM). 该 书 内 容 和 本 书 有 所 交叉 。 这 也 如 其 书 名 一 样 , 与 本 书 
相同 的 是 前 二 者 ， 而 第 三 者 有 所 不 同 。 他 们 的 这 本 书 是 一 种 系列 
从 书 的 一 本 。 从 书 由 哈佛 、MIT、 密 执 根 、 芝 加 哥 等 大 学 的 名 教 
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最 后 ， 简 要 介绍 一 下 本 书 的 内 容 。 正 如 前 面 所 说 。 本 书包 括 
理想 计算 机 、 逻 辑 和 集合 论 三 部 分 内 容 。 实 际 上 ， 这 已 包含 了 数 
理 闻 和 辑 的 四 大 论 〈 即 证 明 论 、 递 归 论 、 集 合 论 和 模型 论 ) 的 基本 
肉 容 。 当 然 ， 如 王 尘 所 说 ， 数 理 逻 辑 的 两 个 不 确定 的 领域 ， 即 数 
学 基础 和 计算 机 科学 ， 该 书 中 也 有 所 涉及 。 具 体言 之 ， 本 书 第 二 
章 为 理想 计算 机 与 有 穷 性 原则 。 该 章 一 开始 就 指出 ， 计 算 机 的 能 
力 是 和 计算 装置 、 计 算 机 程序 设计 语言 、 计 算 视 程序 及 其 运行 直 
接 相 关 的 。 为 了 给 出 刻画 计算 能 力 的 标准 ,该 章 接着 介绍 了 递归 
函数 及 其 子 类 ， 这 也 为 讨论 计算 复杂 性 打下 基础 。 然 后 ， 该 章 通 
过 种 种 有 关 计 算 的 实例 ， 分 析 综 合 出 其 中 的 要 素 ， 并 结合 已 定义 
的 理想 计算 机 , 如 Turing 机 和 Post 系统 ,定义 出 最 一 般 的 理想 计 
算 机 MMCM (计算 机 的 数学 模型 )。 接 着 用 MMCM 研究 了 递归 
集 、 递 归 可 枚 举 集 。 并 最 后 指出 : 有 穷 性 原则 就 是 由 有 穷 映射 定 
义 递 归 集 和 有 递归 可 枚 举 集 的 原则 。 本 书 第 三 章 是 有 穷 性 迎 辑 和 有 
穷 性 数学 。 该 章 先 简 述 数理 逻辑 产生 和 发 展 的 历史 ， 接 着 以 群 为 
例子 ， 介 绍 谓词 逻辑 的 语法 、 语 义 和 推 理 规则 ， 然 后 ， 全 面 而 且 
扼要 地 介绍 了 一 阶 逻 辑 , 并 证 明 完全 性 定理 等 有 关 的 重要 结果 ,该 
章 还 讲解 了 G6del 不 完全 性 定理 的 实质 ， 分 析 了 一 阶 逻 辑 的 局 限 
性 , 并 简要 介绍 了 二 阶 扯 辑 和 Q 量词 逻辑 . 再 后 , EA MEE. 
SBE O 量词 逻辑 的 抽象 ， KENA TASEEN ANE 
数学 ， 并 研究 了 它 的 简单 性 质 。 为 了 克服 有 穷 性 馆 辑 的 缺点 ， 访 
章 还 介绍 了 无 穷 逻 辑 fs。， 并 提出 如 何 建立 既 包 括 二 阶 逻辑 又 包 
括 志 的 问题 .为 了 下 一 章 更 顺利 地 介绍 一 般 逻 辑 和 一 般 数 学 ,该 
章 最 后 着 重 介绍 无 窃 命 题 演算 ， 且 为 了 作对 照 ， 还 介绍 了 有 穷 命 
BRA. PARE TERRA... PORE MES 
和 一 般 数 学 。 这 章 介绍 的 是 胡 国定 近 凡 年 的 研究 结果 。 这 里 ,一 
般 座 辑 和 一 般 数 学 与 第 三 章 所 讨论 的 种 种 做 辑 的 最 大 不 同 有 二 
点 : 即 不 再 将 语法 和 语义 分 开 , 并 且 可 随意 使 用 Cantor MAE TK 
章 首 先 介绍 了 一 般 有 还 辑 和 一 般 数学 的 定义 ， 并 以 多 个 例子 说 明 该 
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学 作 语 义 解 释 ， 并 证 明了 语义 完全 性 定理 。 该 章 最 后 一 节 ， 作 者 
对 第 三 章 和 第 四 章 的 种 种 逻辑 作 了 总 回 磊 , 并 作 了 一 定 的 对 比 , 提 
出 一 些 观点 。 第 捷 价 是 集合 论 ， 这 是 该 书 的 最 后 一 章 。 该 章 首 先 
以 序数 、 基 数 为 基线 ， 比 较 详 尽 地 介绍 了 朴素 集合 论 。 该 部 分 的 
介绍 使 得 不 熟悉 集合 论 的 读者 也 能 读 懂 。 该 章 然 后 介绍 了 公理 集 
合 论 。 这 种 集合 论 的 公理 ， 是 用 自然 语言 叙述 的 。 不 少 讲 公 理 集 
合 论 的 书 上 , 开始 也 是 这 样 讲解 的 , 但 仍然 以 一 阶 公理 集合 论 ,或 
称 作 .ZF 系统 为 主 , 而 这 里 ， 确 确实 实 与 ZF ERA, HETH 
显 的 对 照 。 鉴 于 朴素 集合 论 已 讲 得 相当 详尽 了 , 故 为 了 避免 重复 。 
只 是 对 序数 和 基数 作 了 些 介 绍 ， 而 且 这 里 的 序数 和 基数 是 等 价 类 
的 典型 代表 , 不 像 朴素 集合 论 中 是 等 价 类 ,。 该 章 最 后 介绍 了 ZF 系 
统 , 主 要 是 讲述 选择 公理 的 几 种 等 价 形式 ,并 重点 讲 了 Godel 关于 
ZF 与 连续 统 猜 想 、 选 择 公 理 相 协调 的 证 明 。 鉴 于 本 书 的 性 质 , 并 
未 给 出 十 分 严格 的 证 明 。 该 章 最 后 介绍 了 Cohen 关于 ZF 与 连续 
统 猜 契 、 选 择 公 理 二 者 的 否定 命题 相 协调 的 证 明 思 想 ， 从 而 最 后 
得 到 有 名 的 独立 性 结果 : CH. AC 独立 于 ZF. 


第 二 章 “理想 计算 机 与 有 穷 性 原则 


计算 机 已 相当 普及. 计算 机 能 作 各 种 各 样 的 计算 , 有 数值 的 、 
有 非 数 值 的 ; 特别 是 计算 机 还 可 用 来 作 控 制 、 辅 助 设计 ， 甚 至 定 
理 证 明和 还 辑 推理 。 那 么 ， 到 底 计算 机 的 能 力 有 多 大 ? 

1945 年 世界 上 第 一 台电 子 计算 机 出 现 以 来 , 已 制造 出 了 干 干 
万 万 台 计 算 机 ， 有 电子 管 的 、 凯 体 管 的 或 集成 电路 的 ; 目前 还 正 
在 研究 光子 计算 机 和 分 子 生物 计算 机 。 特 别 是 已 有 用 十 多 万 个 处 
理 淆 组 装 起 来 的 巨型 计算 机 。 那 么 ， 到 府 人 类 还 能 造 出 什么 样 的 
功能 更 强 的 计算 机 ? 

众 所 周 捧 ， 要 使 用 这 种 种 计算 机 ， 必 须要 有 各 种 与 机 器 相配 
的 程序 设计 语言 ， 并 使 用 该 语言 编制 各 种 功能 的 程序 。 当 运行 这 
些 程序 时 ， 计 算 机 就 执行 这 些 程序 所 规定 的 动作 ， 一 步 步 地 实现 
该 程序 的 功能 。 

从 上 述 简单 的 讨论 不 难看 到 ,计算 机 的 能 力 是 和 计算 机 装置 、 
计算 机 程序 设计 语言 计算 机 程序 直接 相关 的 。 . 

本 章 就 是 要 通过 种 种 有 关 计 算 的 实例 ,分 析 综 合 出 其 中 的 要 
R. 并 结合 已 定义 的 理想 计算 机 ， 如 Turing 机 和 Post 系统 , 定义 
出 最 一 般 的 理想 计算 机 MMCM 《计算 机 的 数学 模型 )。 为 了 给 出 
刻画 计算 能 力 的 标准 ， 本 章 先 介绍 递归 函数 及 其 子 类 ， 这 也 为 进 
一 步 研究 计算 复杂 性 打下 基础 。 本 章 最 后 指出 有 穷 性 原则 就 是 由 
有 穷 映射 定义 递归 集 和 递归 可 要 举 集 的 原则 。 


第 一 节 递归 函数 


递归 函数 是 定义 在 自然 数 集 NN 一 (0, 1, 2, 3. =) EM 
数 。 这 种 函数 是 通过 归纳 而 定义 的 。 即 先 假定 若干 个 已 知 的 函数 
sae - 


(它们 的 定义 不 必 青 进一步 追究 ,事实 上 它们 都 是 十 分 明显 的 》, 而 
后 再 给 出 玫 个 由 己 定 义 的 函数 构造 新 函数 的 算 子 ， 并 且 称 这 苦于 
个 已 知 函 数 为 初始 函 教 ,构造 新 函数 的 算 子 则 称 作 函 数 构造 算 子 . 
从 初始 函数 出 发 ， 由 函数 构造 算 子 不 断 构造 出 的 所 有 函数 即 是 这 
里 所 谓 的 递归 函数 〈 新 构造 出 的 函数 仍然 可 使 用 函数 构造 算 子 不 
断 构造 出 更 新 的 函数 )。 


1.1 原始 递归 函数 集 


原始 递归 良 数 集 是 递归 苞 数 集 的 真子 集 ， 如 下 定义 之 。 
初始 函数 : 
S (x) 一 xz 十 1， 称 作 后 继 函 数 ; 
Z Cr) =0, 称 作 零 函数 ; 
Wie =z, 称 作 射影 函数 (对 任 anE N ISIS 
a). 
函数 构造 算 子 :包括 代入 和 递归 两 个 算 子 。 代 人 算 子 : 设 
EI Ti Le) Baer Ta) Ty 为 已 
定义 好 的 函数 , 则 
Fey ott By) = ACB Ts Fn Ea BD) 
为 由 代入 算 子 新 定义 的 函数 
递归 算 子 : 设 g(zy Aye oy) EE OF R 
数 , 则 如 下 定义 的 fn rz) ABBR Tae MM BRK 
Fars tO) = Bre Ts) 
ees ED S Ay ee MLC oI 6 
ADL, . MARGE I A RH eH 
个 算 子 一 步 步 构造 出 的 所 有 函数 所 构成 之 集合 
这 里 ,我 们 解释 一 下 递归 算 子 。 使 用 该 算 子 所 定义 的 新 函数 
Foon EBAT RET y 进行 定义 的 。 就 是 说 ， 
Ft t= BQ By 
Fare tue = Rha Te OS (Tis 0)) 
SAC ay Ba Oe Lo BD) 


SE Lue BI ACE stt Lal SLi Tee LD) 
ACH yet tue oh i te Lae Os ECL tEn) 


由 此 ,并 注意 到 代入 算 子 , 则 计算 任 给 的 原始 递归 函数 时 , 均 可 最 
终 化 归 到 计算 初始 函数 的 值 ,也 就 是 说 , 当 假 设 初始 函数 对 任 给 的 
息 蛮 量 之 值 , 均 能 求 得 其 函数 值 时 , 则 任 给 的 原始 递归 函数 ,对 任 
给 的 自 变 量 之 值 ,也 均 能 一 步 步 地 求 得 该 函数 的 值 。 
现在 研究 一 些 原始 递归 函数 。 
例 1 z+y 是 原始 递归 函数 。 因 为 
E 十 0 一 PICz) 
x+ ly +1) = hlr,ysz + y), 
H hlz, yz) = SUM2z,9,2z)). 
2 xz**y 是 原始 递归 函数 。 因 为 
(F "0= Z) 
ry = hy ry), 
A Ale yz) = Ua, yz) 一 PCrsysz)。 
AS 之 是 原始 递归 函数 。 留 作 练习 。 
例 4 先驱 函数 bd(z)( 当 =0 时 ,pad(z) 一 0, 当 之 1 时 ， 
zatz) 一 z 一 1) 也 是 原始 递归 函数 。 因 为 
pdl) = pdi(x,r) = pd Ur) I(T)), 
H pdip FEX: 
fpd (zs0) = Z) 
{ee +D = Ulz, y pdi(zy)). 
例 5 一 例 11 PR RR ARI. MERI. 
ray ERM. 当 ry 时 ,zy 一 0; 当 >y herey 
wy 
lz 一 y|( 绝 对 值 减 ? 
Se(z)( 符 号 函数 。 当 z 一 0 时 ,Se(z) 一 05 当 z>0 时 ,Se(z) 一 


0. 


D 
S CREF. 4 z 一 0 时 ,Se《x) 王 1; 而 当 z>9 时 ， 
S.Cr)=0) | 
rem (zx,y)(z 除 以 y 的 余数 ,上 且 约定 当 y 一 0 时 ， 
rem(x,y)=x) 
[zx/y_(z 除 以 y 的 整 部 , 且 约 定 当 y 二 0 时 ,Lz/yj 一 0) 
div(z, p) (4 z,y>0 H z yy 时, 则 dir(x,y)=1; 
BM .div(z,y}=0.) 


1.2 原始 递归 算 子 


几 由 已 知 的 原始 递归 函数 构造 出 新 的 原始 递归 函数 的 算 子 ， 
我 们 称 之 为 原始 递归 算 子 。 当 然 ， 上 述 定 义 原 始 递归 函数 所 用 的 
代入 和 递归 算 子 是 原始 递归 算 子 。. 连 加 和 过 乘 也 是 原始 递归 算 子 。 
定理 1 设 连 加 、 连 乘 算 子 为 


BCE ay) = 了 Cr 
a 


> 
glare ty) = PT] fi aed, 
pari 


则 它们 均 为 原始 递归 算 子 。 
证 明 ( 赂 ) 留 作 练习 。 
现在 , BPO PRR TS. BRS 
小 求 根 算 子 《后 者 也 称 作 受 园 4 - 算 子 )。 
BE gar ty) Cy a tent) of Cris a RET E 
数 , 令 
Fay 0) = gla sz) 
fe tt Ee F 1) = Aaya Te Yo Fei En yY 
Paya ta) SIT oy Tay) s 
JU 为 由 g,h,i 经 受 圈 递 归 算 子 构造 出 来 . 易 见 ,这 与 递归 算 子 
的 区 出 仅仅 是 多 了 第 三 条 定义 式 , 即 当 一 个 新 的 函 歼 了 被 通过 递 
归 算 子 构造 出 时 ,必须 保证 有 一 个 已 知 的 函数 六 即 已 定义 好 的 函 
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数 ) ,使 得 RAP R IRA PSD. 
B gare VERMA RR. > 
Flay Ts) = Hee ECM et Easy) = Os 
即 当 有 yz EA ganse =O RY BY FC oe ,zsz) 为 最 
小 的 这 种 y; 否则 ,f(z ,… ,zsz) 二 xz。 读 作 “/ 等 于 最 小 的 > 和 =， 
glires) =0", PARA RRR. 
那么 ,我 们 有 : 
定理 2 受 固 递归 算 子 和 受 园 最 小 求 根 算 子 是 原始 递归 算 
子 。 
证 明 前 者 显然 上 只 证 后 者 ， 事实 上 ， 
Lay tye) = { SIs. (gars aay) + S C2), 
而 由 例 4,7 和 定理 1， 结合 原始 递归 函数 主义 ， 立 得 所 证 。 
最 后 ,讨论 分 情形 定义 算 子 。 
B gC tI G= mH DA Clete) GH lees 
za) 均 为 原始 递归 函数 , 令 
ECE Ea) 2 Ci tistan) 一 0 时 ， 
Balra) 24 CoCr, +524) = O BF, 


fr T) = : 
Enl Ear Eu) Cy Ctr otto, = OTS 
Enti (Eps ty) BY, 
( 且 这 里 的 C ERI RAD. BIEN xz，,… ,x., 最 多 只 有 一 个 
Cina) =0) WE S BBS s 和 C 经 分 情形 算 子 构 
造 的 。 我 们 有 ， 

定理 3 分 捕 形 定 义 算 子 旦 原始 递归 算 子 。 

A BST. 


例 12 R F= Didiv(d 2), Fo) H RERA SM 


其 值 为 x 的 因子 个 数 。 
例 13 设 Priz)=SeE(IF(z) 一 21),Prlz) 自 然 也 为 原始 弟 


-12> 


VAP FA 1 或 0; 且 当 x 为 素数 时 ,PrCz) 为 1; 否则 为 0。 


例 14 R Pate) = OSPOD Pale TRE 
数 , 其 值 为 <x 的 素数 的 个 数 。 
例 15 设 己 表示 第 上 十 1 个 素数 , 即 
Py, = 25P, = 3,P,= 55P3 = 7, 
那么 ,注意 到 初等 数论 中 的 结 ARTE 和 2P, 间 肯定 有 Par OL 
《数论 导 引 》pp. 97-99) , 故 可 如 下 定义 Pas 


Pu 一 2 
人 pyem [+ 2) + Pay) = 0], 
REREN P 是 原始 递归 函数 ( 留 作 练习 ) .上 述 第 2 式 也 可 直接 
Pin = War lA Py) + Sly + Pd = 0]. 

例 16 设 ln(0)=ln(1)=0， 
lnlr+2)= pren:[2+0, H div (Pa +2)=1, HIME 2 所 i 
<rt2,div(P,,2+2)=0], 
试 说 明 ln(Cz)? 的 涵义 ,并 严格 证 明 其 原始 递归 。 
例 17 HECa) = pyc. (8, div p74) div Pr" 2) =0] FE 
Pi 为 参量 。 易 知 , (z); 是 原始 递归 函数 ; 且 当 x 之 2 时 ,该 函数 的 
EAs 所 含 因子 P, 的 最 多 个 数 。 


L3 ”原始 递归 函数 集 的 分 雇 


Grzegorczyk 在 其 1953 年 的 文章 中 ( 见 { 数 理 退 辑 论文 选 》 
pp. 232--274), 对 原始 递归 函数 集 作 了 一 个 完全 的 层次 性 的 分 
KRR 为 原始 递归 函数 集 , 则 有 R 的 子 集 eG 一 0,1,2，…)， 
使 得 GD)sSe+ 4 一 0,1， (2) 噶 一 曲 e, 这 样 , 当 我 们 研究 各 种 
理想 计算 机 的 功能 时 , 即 可 将 它们 所 能 计算 的 函数 集合 与 各 e 进 
行 比较 ,从 而 即 可 从 某 种 角度 上 确定 这 些 计算 机 的 能 力 强 或 弱 。 
这 里 ,首先 定义 Grzegorezyk AREF fiery); 


ER 


foto 一 > 十 1 
Alex =t y 
Silay = (z+ Dy+1) 
RHE tS 2, 
fio =fity tyt D 
Gee +169) = far fr Ey). 
这 里 定义 的 APGz3), 不 是 使 用 的 前 述 简单 的 递归 算 子 ,而 是 
单 重 嵌 套 递归 算 子 的 一 种 特殊 情形 。 单 重 霹 套 递归 算 子 的 最 一 般 
情形 为 ; 
(on = g(x) 
LU 12) = hy fOr zy 2)))), 
但 是 ,可 以 证 明 : 单 重 人 套 递 归 算 子 也 是 一 种 原始 递归 算 子 。 因 而 ， 
任 HARA. 适当 时 候 将 介绍 全 部 证 明 。 这 里 仅 看 看 
万 的 计算 过 程 : ` . 
FO. = fity t lyt D I= (y+ 23? 
Fs(1 = ff, 0y 一 (CA + 2)? 
= (Cy + 27 + 27 
FQ y= ALAA yD 
= (CFsC1 9) + 27 + 29% 
= (y + 2) + 2)? + 2) +2% 
FCs y= Cely + 2)? + + 297 


8 个 


现在 来 定义 Graegorezyk MR% G20); 

MGB Se) U y) Uly S Lay) Za) 

亏 数 构造 算 子 ,代入 算 子 , 受 圆 递归 算 子 ;那么 ,e 就 是 从 上 述 、 
初始 函 出 发 ,并 经 由 上 述 肖 数 构 进 算 子 一 步 步 得 到 的 折 有 应 数 所 
成 之 集 。 

定理 4 设 员 是 原始 递归 函数 集 ,e G0) Ft Grzegorczyk AH 


ETE 


数 奖 , 则 有 
Mehti; (DA 
证 明 MRE Sa Ge, cote Gece yte, EM, 


1.4 Arckermann 函数 


从 二 1 已 着 出 ,任何 原始 递归 函数 都 是 可 一 步 步 求 得 其 值 的 ， 
只 要 给 定 了 自 变 量 值 ,县 又 假设 初始 函数 是 能 求 得 它们 的 值 的 话 。 
那么 ,是 否 还 有 可 一 步 步 求 得 其 值 的 苑 数 ,而 它 又 非 原始 递归 的 
OE? 回答 是 肯定 的 。 非 常 著名 且 有 用 处 的 Arckermann KAR E— 
We RELH: 
frer =y+l, 


Az + 1,0) = Alz,1), 
Alr + liy +1) = Alz, Al + lyd) 
这 里 定义 Arckermann 函数 所 用 的 函数 构造 算 子 , 既 非 简单 
的 递归 算 子 ,也 非 1.3 中 所 介绍 的 单 重 谋 套 递归 算 子 ,而 是 所 请 的 
双 授 嵌 套 递归 算 子 , 即 是 说 定义 4(z,y) 是 归纳 于 它 的 二 个 变 元 ， 
而 不 是 如 Grzegorczyk 函数 那样 仅仅 归纳 于 一 个 变 元 。 顺便 指出 ， 
Grzegorczyk 函数 倒是 参照 Arckermann PRR MHA. 
定理 5 A(z,y) 满 足 : 
{1) yACr, y); 
(2) Alr, LAr y+1); 
(3) ACasytDSACe+ ley); 
U) AG yp LAH, ys 
(5) SEBS cotoc A c= maxley 0c) H4r, 


ff DAG <A). 
证 明 咯 。 有 兴趣 者 试 证 明之 。 
定理 6 对 任 给 原始 递归 函数 Ar …，,zo)，, 均 可 找到 常数 <， 


Fay Ip) CAC zy te tay). 


证 明 要 证 明 该 定理 ,必须 施 归 纳 于 原始 递归 函数 的 构造 , 即 
先 对 已 知 的 初始 函数 证 明定 理 满足 ,而 后 对 各 函数 构造 算 子 逐一 
进行 归纳 证 明之 , 即 假设 已 知 的 函数 满足 该 定理 ,然后 证 明 由 函数 
构造 算 子 定义 的 新 函数 也 满足 该 定理 。 详 细 证 明 略 ,读者 试 补 证 
之 。 

定理 7 Alz,y) 非 原始 递归 函数 。 

证 明 FAG) SRSA. AG) BRR 
弟 轨 函数 。 那 么 ,由 定理 6, 必 可 找到 常数 <, 使 4(z,z)<4(tcyz? 
对 任何 HRL. BER ec BG AC. <All) FR. BOE 
明 所 设 为 错 , 即 4(zy) 非 原始 递归 函数 。 


1.5 递归 函数 


由 1.4, 必 须 增 加 所 定义 的 能 一 步 步 求 得 其 信 的 阔 数 。 可 通过 
增加 初始 函数 或 函数 构造 算 子 实现 。 
初始 函数 ;: 同 蛛 始 递归 函数 那里 的 。 

BROAN RR eR EKA TER 
根 算 子 (也 称 -APR gaor oro EASED EME 
数 , 则 如 下 定义 的 A(z,… ,zx.) 为 由 pz - 算 子 新 定义 的 函数 

Feet) = pyLg CT Tay) = 0]. 

即 对 给 定 的 参量 xy ee BR y IE gC szy) =0 时 , 则 
flat RODE y 为 值 ;否则 ,7(z ,zx,) 无 定义 。 当 
Paty sm) 不 是 总 有 定义 时 ,我 们 称 f Cay o> oc, ERB SE SLY 

那么 , 遂 归 函数 集 就 是 由 上 述 初 始 范 数 出 发 ,并 由 所 给 的 任 一 
函数 构造 算 子 ,一 步 步 构造 出 的 所 有 的 函数 所 成 之 集 - 

不 难看 出 ,pn - 算 子 可 构造 出 部 分 定义 的 函数 ,而 1.2 中 的 受 
团 最 小 求 根 算 子 却 只 能 从 全 定义 的 函数 定义 全 定义 的 函数 。 

定理 8 《1)Arckermann 函数 A(x,y) 是 爹 定 义 的 递归 函数 。 
《2) 原 始 递归 函数 是 全 定义 的 递归 函数 。 

(全 定义 的 递归 国 数 也 称 一 般 递 归 函 数 ) 

证 明 (2) 是 显然 的 。 OMEA. 
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那么 ,是 否 所 有 可 计算 的 函数 均 是 递归 函数 呢 ? 答案 是 肯定 
的 。 这 从 后 面 的 研究 可 知 。 


1.6 递归 函数 集 的 分 层 


严格 说 来 ， 将 递归 范 数 集 或 其 子 集 进行 分 层 ， 都 属于 计算 复 
杂 性 的 研究 .或 者 更 一 般 地 称 之 为 函数 结构 的 复杂 性 分 层 研究 , 尚 
来 见 到 将 递归 函数 集 全 部 进行 分 层 的 研究 。 但 是 近 些 年 来 ， 乔 海 
燕 、 粱 朴 、 郑 锡 忠 及 作者 本 人 均 进 行 过 对 一 部 分 递归 函数 集 〈 在 
原始 递归 函数 集 以 上 ) 的 分 层 研究 ， 且 有 数 科 文章 发 表 。 请 参考 
[18]. 

关于 计算 复杂 性 的 分 层 研究 ， 也 请 参阅 本 章 后 面 的 3. 7 计算 
复杂 性 与 PE NP 问题 。 


第 二 节 ”理想 计算 机 


本 章 一 开始 ， 曾 以 计算 机 为 例 提 出 问题 : 计算 机 能 力 到 底 有 
多 大 。 并 指出 : 计算 机 的 能 力 是 和 计算 机 装置 、 计 算 机 程序 设计 

言 、 计 算 机 程序 直接 相关 的 。 本 节 将 以 几 个 有 关 计 算 的 实例 , 深 
一 步 进行 研究 ， 分 析 和 综合 其 中 有 关 要 素 ， 从 而 给 出 理想 计算 机 
的 一 个 描述 性 定义 
2.1 几 个 计算 实例 

例 18 自然 数 的 加 法 和 乘法 运算 。 


行 运算 ， 而 结果 也 为 自然 数 ， 且 分 别 是 给 定 的 二 个 自然 数 之 和 与 
积 。 

要 实现 该 计算 ， 必 须要 有 计算 装置 ， 即 它们 以 什么 为 载体 进 
THM. EELEE, BER BEUKER- XE R 
HEUTE, RERU- AHER. 

当 确 定 了 相应 的 计算 装置 后 ， 首 先 就 是 如 何 表示 这 些 自然 数 


re 


{运算 对 象 和 结果 )， 比 如 说 所 用 的 装置 是 算盘 ， 则 就 以 算 球 及 其 
所 所 的 位 置 来 表示 它们 。 自 然 ， 这 种 表示 形式 要 是 完全 确定 的 而 
AAR. J RUE}. ay 
作 该 计算 村 去 的 规则 。 比 如 说 当 所 用 的 是 算 失 时 ， 即 是 指 如 何 将 
Seah Lae PUL HE, BA SS, PRATER 
上 就 是 使 用 该 计算 装置 的 语言 。 对 算盘 而 言 ， 其 语言 与 计算 机 各 
序 设计 语言 所 不 同 的 ， 只 是 前 者 算盘 是 不 懂 的 ， 也 不 能 阅读 和 运 
行 用 这 种 语言 所 写 的 “程序 ”。 所 有 这 些 均 要 党 操作 算盘 的 人 来 进 
行 。 

如 何在 所 选 定 的 计算 装置 上 实现 自然 数 的 加 法 和 乘法 运算 ? 
这 实际 上 就 是 如 何 用 该 计算 装置 的 语言 来 “书写 ”或 “编制 ” 实 
BLE MR EE”, MRR HSE LE I 


驻 定 加 法 运算 ， 则 只 要 告诉 ， 一 位 相 加 时 如 何 实现 当 位 接 珠 和 进 
位 撤 珠 ， 再 告诉 逐 位 类 似 进行 ， 且 当 逐 位 进行 完毕 后 ， 也 就 实现 
了 对 具体 所 给 加 数 和 被 加 数 的 加 法 运算 。 再 强调 一 下 ， 刚 刚 所 告 
诉 的 不 是 在 具体 作 加 法 ， 而 是 如 何必 加 法 ， 即 作 加 法 的 法 则 。 显 
然 ， 不 管 将 来 真正 要 作 加 法 的 二 自然 数 有 多 大 。 而 所 告诉 的 法 则 
的 具体 表现 则 是 有 限 表 示 的 。 

例 19 求 任 给 二 自然 数 的 最 大 公约 数 。 

劲 能 , 对 二 给 定 的 自然 数 进行 运算 ,结果 也 为 一 个 自然 数 ， 邑 
所 给 二 自然 数 的 最 大 公约 数 。 

选 定 实 现 该 计算 的 计算 装置 ， 一 张 纸 和 一 支 笔 。 那 么 ， 才 东 
自然 数 就 是 纸 上 写 册 的 一 横行 连续 数字 ， 而 操作 该 计算 装置 的 规 
则 就 是 如 何在 纸 上 写 数字 、 划 横 杠 和 坚 杠 及 各 种 记号 。 这 就 是 该 
计算 装置 的 语言 。 

用 纸 和 笔 如 何 计算 二 自然 数 的 景 大 公约 数 ， 这 即 是 常用 的 所 
调 绝 转 相 除 法 ， 亦 即 实现 该 计算 的 法 则 《在 该 计算 装 嘻 上 的 具体 
AD. 在 纸 上 写 下 二 自然 数 ， 比 较 它们 的 大 小 , 若 相 等 , MER 
一 个 即 为 所 求 ; 否则 ， 将 较 大 的 数 除 以 较 小 的 数 ， 后 用 所 得 余数 


再 去 除 上 一 次 的 除数 等 等 《自然 还 要 告诉 在 纸 上 用 笔 如 何 作 二 数 
的 除法 )。 这 样 直 到 第 1 次 整除 为 止 , 则 此 时 的 除数 即 为 所 求 。 计 
RAR. 这 就 是 计算 二 数 最 大 公约 数 的 “程序 ?。 当 然 , 纸 和 笔 也 
如 算盘 一 样 ， 它 并 不 懂得 这 些 程序 ， 而 是 要 操 笔 者 阅读 和 运行 该 
程序 。 

若 选 定 实现 该 计算 的 计算 装 轩 是 计算 机 ， 则 其 语言 就 是 该 计 
算 机 的 程序 设计 语言 。 使 用 此 语言 即 可 将 馈 转 相 除 法 县 体 表 现 出 
来 ， 此 即 实现 该 计算 的 程序 。 而 该 程序 不 只 人 能 理解 ， 计 算 机 也 
能 “ 现 解 ”并 执行 它 ， 扩 是 编 过 计算 机 程序 的 人 ， 都 知道 这 程序 
是 有 限 表示 的 。 然 后 ， 对 任 给 的 二 自然 数 ， 运 行 访 程 序 ， 即 可 得 
到 相应 的 计算 结果 。 

由 上 述 各 例 可 以 看 到 ， 所 谓 一 种 计算 装置 的 能 力 ， 是 指 用 该 
计算 装置 的 语言 。 所 能 编制 的 种 种 计算 程序 的 能 力 。 


2.2 计算 的 分 析 和 理想 计算 机 


首先 要 补充 说 明 的 ， 是 2. 1 所 举例 子 中 ， 其 运算 对 象 均 是 离 
散 的 , 且 所 选 的 计算 装置 对 运算 对 象 的 表示 也 是 离散 的 。 然而, 现 
实 的 计算 并 不 都 是 如 此 ， 即 有 高 散 的 ， 也 有 连续 的 ， 而且， 现实 
的 计算 装置 ， 其 对 运算 对 象 的 表示 ， 也 有 连续 的 ， 如 计算 尺 和 模 
拟 计算 机 即 是 连续 的 。 当 然 ， 连 续 的 计算 也 可 选用 离散 的 计算 装 
里 ， 这 就 要 求 首先 要 对 连续 的 运算 对 象 进行 离散 化 处 理 ， 且 相应 
的 计算 法 则 也 要 离散 化 ， 事 实 上 ， 计 算数 学 的 很 多 工作 都 是 在 做 
这 种 事情 。 不 过 ， 本 章 中 所 讨论 的 均 是 高 散 的 计算 和 离散 的 计算 
装置 。 

在 3.1 中 所 给 的 例子 ,显然 均 是 可 以 计算 的 。 事实 上 , 在 1. 5 
中 定义 的 递归 函数 中 , 除 部 分 定义 的 外 , 均 是 可 以 计算 的 。 那么， 
是 否 有 不 可 计算 的 函数 呢 ? 当然 有 。 从 以 后 的 研究 中 可 以 知道 

D RA BRAD SE ANAL HB BB MEA EELHE 

可 计算 函数 。 
D 不 过 ， 在 同 构 意义 上 讲 ， 所 有 可 计算 的 函数 就 是 1.5 中 
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ELMLE LAMB. 

现在 ， 对 2. 1 SRR OT. SPSL RTE 
的 结论 。 不 管 是 算盘 也 好 、 纸 和 笔 也 好 ,或 者 是 计算 机 也 好 ， 这 
旦 都 是 看 得 见 、 摸 得 着 的 ， 正 因为 如 此 ， 世 界 上 任何 现 有 的 或 将 
来 可 能 造 出 的 计算 装 园 均 为 有 限 物 ， 就 这 个 意义 上 讲 ， 用 它们 来 
计算 任意 给 定 多 位 的 乘法 都 不 可 能 。 不 过 ， 又 可 以 将 它们 作成 任 
意 有 限 物 ， 比 如 算盘 珠 、 杆 可 为 任意 有 限 多 个 ， 纸 可 以 有 任意 有 
限 多 张 , 笔 可 以 有 任意 有 限 支 甚至 计算 机 也 可 作 股 相当 之 大 , 可 
将 其 宇 长 、 存 贮 都 作 得 非常 非常 之 大 ， 因 此 ， 可 假定 理想 计算 机 
是 潜 无 限 的 。 再 加 上 “离散 ”这 一 条 件 ， 即 可 假设 理想 计算 机 是 
任意 可 数 、 潜 无 限 的 。 

现在 研究 一 下 计算 装置 的 语言 。 第 一 ， 它 们 对 运算 对 象 和 结 
果 的 表示 可 假设 成 任意 可 数 、 潜 无 限 的 。 第 二 ， 对 计算 装置 的 操 
作 均 是 即刻 可 以 完成 的 。 如 拨 一 个 或 几 个 算 珠 ， 用 笔 在 纸 上 写 个 
字 、 姑 个 杠 ， 计 算 机 执行 一 条 指令 或 一 个 语句 ， 都 是 很 简单 、 即 
刻 可 实现 的 事情 ， 

最 后 研究 任 一 计算 的 程序 。 这 种 程序 均 是 由 计算 装置 的 语言 
成 分 组 成 的 ， 即 要 么 是 对 运算 对 象 的 表示 ， 要 么 是 对 计算 装置 进 
行 操作 的 表示 。 而 且 任何 程序 又 都 是 有 限 的 。 从 计算 法 则 的 确定 
住 ， 即 一 步 步 的 计算 法 出 的 严格 规定 性 ， 可 知 ， 程 序 也 是 一 步 步 
地 确定 的 ， 加 之 语言 中 操作 的 即刻 可 实现 性 ， 故 一 步 步 的 程序 也 
是 即 刀 可 实现 的 。 

综 上 所 述 ， 我 们 可 以 说 ， 风 满足 下 述 四 条 的 均 可 以 说 是 理想 
的 计算 ， 或 理想 计算 机 ， 

GD 计算 对 象 是 离散 的 ， 计 算 结果 也 是 离散 的 ， 

D 该 计算 的 表示 或 者 程序 是 有 穷 的 ; 

(3) 该 计算 的 步骤 或 者 说 程序 的 运行 是 确定 的 

(4) 该 计算 的 一 步 或 者 一 步 步 的 程序 是 即刻 可 实现 的 。 

在 本 章 最 后 ,我 们 定义 了 一 般 的 理想 计算 机 MMCM 之 后 , 指 
出 ; 年 何 ~- 个 理想 的 计算 机 即 满足 上 述 四 条 的 ， 均 是 一 MMCM。 
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第 三 节 Turing 机 器 


Turing 机 器 简称 作 Turing WL, 是 一 种 特殊 的 理想 计算 机 . 本 
节 先 介绍 Turing 机 的 定义 ，Turing 机 的 功能 及 它 与 递归 函数 的 
关系 。 然 后 介绍 通用 Turing 机 和 不 可 计算 的 函数 ， 最 后 引入 
Church-Turing 论题 并 分 析 Turing 机 的 特殊 性 。 顺便 介绍 Touring 
机 的 子 类 一 一 有 穷 自 动机 ， 而 这 正 是 现代 的 计算 机 ， 并 证 明 有 穷 
自动 机 所 计算 的 函数 均 属于 Grzegorczyk 函数 类 。 


3.1 Turing 机 定义 


OD) Turing 机 的 计算 装置 分 成 三 部 分 : 一 条 分 成 方 格 的 双方 
Al CAL A) 无 穷 长 的 带子 ,一 个 时 刻 注视 着 带 上 某 方 格 的 读 写 
头 ， 一 个 和 读 写 头 相连 接 的 记忆 状态 的 寄存 器 《一 位 )。 

(2) Turing 机 的 语言 : 

HAS fa，a，…，an}， 称 作 符号 的 有 穷 集 ， 且 对 给 定 的 
Turing 机 言 , m 给 定 ; Turing 机 即 用 4 中 的 等 号, 和 4 中 符号 的 
ASS (将 它们 通 统 记 作 AO 来 表示 运算 对 象 和 计算 结果 。 
Turing 机 带子 的 每 个 方 格 中 都 可 存 巡 一 个 符号 。 

HQS {gs to dats PREM ARR, 且 对 给 定 的 Turing 
机 言 , x 也 是 给 定 的 ; 每 个 状态 符号 均 可 存 迪 在 Turing 机 计算 装 
置 的 记忆 状态 寄存 器 中 ， 其 表示 当前 Turing 机 所 处 的 状态 。 

设 M= {rsh}, ORE Turing 机 的 移动 符号 集 ,! 表示 Turing 
机 读 写 头 往 左 移 一 格 ,r 表示 右 移 一 格 , hh 表示 不 移动 。 

任 一 个 五 元 组 EQX AXAXMXQ@， 即 称 Turing 机 的 一 条 
指令 , 其 是 用 来 操作 Tuin 机 的 计算 装置 的 。 I= te apa, 
Lo d}， 则 当 寄 存 器 中 内 容 为 %， 且 读 写 头 注视 格 中 符号 为 a) 时， 
即将 注视 格 中 内 容 改 写 为 a 、 后 左 移 一 格 ， 且 寄存 器 中 内 容 也 相 
应 改 为 g' ; 而 当 上 述 指令 中 的 移动 符号 为 > 时 , 即 为 “ 右 移 一 格 ”， 
其 他 相同 ; MASTERS A AN, 即 为 “不 动 ”。 而 当 寄 存 器 中 内 
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容 或 方 格 中 内 容 与 指令 中 的 不 相符 时 ， 则 Turing 机 自动 停止 动 
作 ， 称 停 礼 。 为 方便 起 见 ， 还 经 常 假 设 纺 中 有 一 停机 状态 (比如 
说 是 g.3， 一 旦 寄存 器 中 内 容 为 g+ 时 ， 即 停机 。 
(3) Turing 机 程序 即 尾 一 给 定 的 指令 有 穷 集 。 
O 程序 运行 ; 为 使 程序 运行 时 完全 确定 , 总 候 设 Turing 机 
有 一 初始 状态 ， 比 如 说 q,， 在 程序 未 运行 前 ，g, 先 已 存在 寄存 器 
中 ， 还 很 设 对 程序 的 任 二 条 指令 ， 其 前 二 元 素 不 完全 符合 ， 即 不 
会 均 为 (qin ap ee 
设 已 有 程序 P= {1 ，*…， }， 且 设 程序 的 运算 对 象 已 在 带子 
上 放 好 ， 且 读 写 头 总 对 应 着 注视 着 ) 一 串 符号 xE4 "的 最 左 一 
PGS: 而 求 放 符号 的 方 格 中 恒 假 设 均 有 一 空白 符号 ， 比 如 说 是 
4 中 的 ea。 这 样 ， 运 行 的 准备 工作 都 全 做 好 。 
BAP 中 选 一 条 指令 ， 其 第 1 个 元 素 为 ， 第 二 个 元 素 与 
读 写 头 注视 的 符号 相同 (车 无 这 种 指令 时 , 即 停机 ), Turing SLED 
按 (2) 中 所 说 执行 该 指令 , 然后 再 类 似 邮 从 PP 中 选 指令 执行 , E 
到 停机 出 现 。 可 以 规定 ， 此 时 从 读 写 头 注视 格 开 始 及 其 右边 即 为 
该 程序 三 对 所 给 的 运算 对 象 运算 的 结果 。 而 如 果 不 出 现 停机 ， 则 
称 PP 对 所 给 运算 对 象 无 定义 。 
由 2. 1 最 末 一 段 所 说 ， 所谓 Turing 机 的 能 力 ， 即 是 指 用 
Turing 机 语言 所 编 的 种 种 程序 的 计算 能 力 。 
如 不 作 说 明 ， 我 们 重 假 定 Turing 机 的 符号 集 
A= {1,0}, 
其 中 “0” 表 示 空 白 符号 。 
例 20 Turing W Ms: EQ {9:，gs，9/}， 程 序 为 
a 1l rq 
a 0 { qs 
1 l ga 
a 人 r qr 
不 难 知道 ，Ms 对 任何 一 串 “1” 作 用 ,结果 为 : 在 一 串 “1? 的 最 
。22。 


gz 


e “mo 
有 加 上 一 个 “1”。 记 为 9110 So 人 -11。 
例 21 Turing 机 Mz: HO= (a qo a), EFA 
m1 Ora 
2 0 0 @ 
gz O Lk qr 


不 难 知道 ，Mz 对 任何 一 串 “1” 作用 ,结果 为 : 仅 留 下 一 个 “1”。 


BHT 110 SS ou 0-0 110, 


FT 


B22 Turing 机 My: QS {gis gs, qar gi, Oss qr?» M 
其 程序 为 : 


q 1 0 rr gq 
a 0 0 r 9 
g 1 irg 
Q 0 0 g 
ga 1 0 r gs 
a 0 0 8 9 
a 00 f gq 
9 11 2 gs 
gs 1 1 l gs 
s 0 0 r qr 


TEME, Mu; 的 作用 是 将 初始 带子 上 的 三 串 “1” (以 一 个 “0" HY 
RD 去 掉 左 , 右 两 串 “1”, 只 留 中 间 一 串 。 HIT 101m10 bnl 


gO 


五 
Mys ay 
==> 000 1-10 0.…0。 


五 


3.2 Turing 机 和 递归 函数 
首先 ， 研 究 Turing 机 所 能 计算 的 递归 函数 。 
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自然 数 在 Turing 机 带子 上 的 表示 如 下 : 
0，1，2，…， 天，… 分 别 表示 为 
Ty UL, H1; try Lel, 记 为 0， 1, 2, 1. AR Turing 


a 
宙 24 计算 递归 函数 Pan.) e) RRR 
020200 ÈO S0.2,0.2.0+02,0 Flat.) 0, 


其 中 ， Man o ZARA Turing 机 程序 运行 始末 的 
读 写 头 注视 格 为 z, 和 zi，*…，z,) 的 最 右边 的 “1”, M g g A 
样 表示 首 末 状态 。 

BA, 从 例 20，21，22 不 难 做 出 计算 递归 函数 3，Z， 本 的 
Turing 机 Ms, Mz > My 。 留 作 练习 。 

例 23 Turing HA: 

a O 1k a 
nm l Iira 
现在 研究 一 下 Turing 机 的 组 合 。 

称 Turing 机 带子 上 任 两 串 “1” 之 间 为 一 “ 淘 ”， 如 果 它 们 之 
闻 的 “空白 ”多 于 一 个 的 话 。 

HAX B, CHRR, WE A R B 的 末 状 态 改 为 C 的 始 
状态 后 合 在 一 起 所 构成 的 Turing W, Aik B, C 原来 无 相同 的 状 
态 。 记 为 4 一 BC。 那 么 ， 显 然 有 4(CBC)? 一 (4B2C。 

FARB, Cy DEPRE WEBERA g. g 分 别 改 
AC, 了 的 首 状态 后 而 将 8,C, 户 合 在 一 起 后 , 恰 为 4， 同样 ， 


C 
设 原来 8，C，D 并 无 相同 状态 。 记 为 asel 


。 : 
WA odaie 


WAN B, C, DARBI: WEA A=B r: TARR 


是 将 A 中 C ARRES BW RSTIR. WY a=b 
例 24 为 了 节省 纸 面 ， 将 Turing HA: 
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a lira 
a OLA ay 


tay 


o a 
改写 为 ， RDAS 111", 
a lag lg 一 一 一 一 
例 25 %,， 其 功能 如 右 下 。 
0 in 3, ri 
102-00 1…10 =1 04-0 1…1 00. 
a = e ~ y =y 


li lt CE of 
o t We sold 112100, 


gs Ora! Iq! : fe 
例 26 B 
0 tn We ya 
Cg Ole, Ig? 其 功能 为 1…10 > pelo, 
ACA q, Irq : : 
例 27 V: 
o 4% 外 4 
an — rg,” FARA Ti Soim, 
us e x pa 


- (8, 
BA AAA BB 的 功能 恰 为 :消除 一 个 沟 , 即 ， 


yig ae 
10-0 1-10-10 L100, 


例 28 €: 功能 为 1…i00 S 1-101", 
例 29 D: 功能 为 0110 bl oteto O18 110 
Lelo Gi, DRDO; Wa, ABA), 
可 
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B30 G: 功能 为 ， 判 断 所 注视 的 数 〈 此 时 ， 在 最 右边 的 
“1”) 为 0 或 大 于 0, 分别 转 两 个 状态 gR ar 。 


例 31 g: wy ord Sorts, 


例 32 O: REED HR". M 
0210 x, 0 2,0 So 2021020. 
33S: BBY O21 "0-00 nd 0 二 和 x， 
y 
SG- 
goi 


D Ia we 
0410. x20° Oy 00-0 00 =H0 21:00 ZnO 2100 


这 里 ， 例 28，29，31，-…，33 均 不 再 编制 ， 有 兴趣 的 读者 可 


试 构造 之 。 而 例 30 的 多 如下 ， 
0 1 


a 一 Ug, 


例 34 Be: -eve| ， 其 功能 为 


qa Org’ lrg a 
但 请 读者 举例 运行 程序 J MERI, 
例 35 R.=L I FH BS", HAA 
fe, 


20200 20 00 =P 202,00 me tL 00 
本 tm 
a vy 
=> £0 £,0+°0 a, 102,022.00 x, +10 


G ue 
=> 210 £,0°0 zo + 10 x10 20-0 £400 
D ey 
=> x0 2,0 Orn £10 2,0 2202-0 7,00 
3 rr, 
=> r0 2,0-- 0 x00 2,0 Z200 2.00 


a EKA 
=> 210 zz0…0 00 110 22070 Ta00。 


可 见 ， 其 与 ARE, ERMA 1 es dm 和 原 序 列 之 间 


多 了 一 个 “0” 构 成 的 沟 。 

现在 来 证 : 

定理 9 任何 递归 函数 均 可 由 Turing 机 计算 。 

证 明 首先 , 递归 函数 的 初始 函数 3, Z, U: 已 分 别 由 Turing 
BLM). Mi, MWR. 

现在 对 通过 代入 算 子 、 递 归 算 子 和 闫 - 算 子 构造 出 的 递归 函 
数 ， 编 制 计算 它们 的 Turing 机 程序 。 

对 代 人 算 子 : 设 g(a y tude s Bm (Eis s Ta)» 
ACs os yO BAA Mas ees Me Mi 计算 ， 则 不 难 知 道 ， 
M=, Me Rin Maso Min Ma, Favaro Sapato 

RA 7 Get D+ obo ttm MS B id 
则 正好 计算 了 函数 

Fay pt Lua) = AGT Te) aT ， 
Et, Turing 机 六 的 功能 为 


a 
00 2,0 2,00 2/,,0=>-00 0 
rere or 


即 除了 其 所 注视 的 “ 数 ” 保 留 外 ， 其 他 ， 直 至 其 左边 最 近 一 个 沟 
间 的 “1” 均 改 为 “0”。 
My 计算 7(z wz) 的 过 程 为 


tay 


EZES 


‘ 
T 
i 
4 
《经 Mp, EEC 
+ 
《经 和 


《经 My) pEr tt En s Erot s Ep B CEt Ti Ens 


Be (By ot te) 2), 


《经 Me) Bit Ear Ep E gE Le gz i ty 


Tn gr ize) ， 
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(Be Jonasa) i900 arro LT es} , 
(经 人 wooarbaay ZiT 


g (eee), 


《经 Doctiem) Li s Zar Zr 90 Sour Li Er yt Lady t 


gator .), 
《经 My) ,Ts sem sheer Bud > 
(BQ) 219 gs0 OA g)» 


(E Bage Baga e 
AF glare ce) AC > Yaa) A h Turing 
机 Ms Ma 计算 , 则 不 难 知道 ， 
My = San My Sexe eee. My Sue B ofa 
正好 计算 了 函数 f(y,zt1，… ,zx,) ,其 定义 为 
FCs Erst) = gl Tn) 
fe TAA Litt ed T1100 Za) o 
其 中 ,8 即 在 证 对 代入 算 子 时 所 构造 的 。 
Mi 计算 f(y 21 to) 的 过 程 为 !( 带 上 内 容 ) 
SIX y Enp WeDo Ty BUT ot Lady 
BC Ta》,《 后 边 即 为 8 BB FT. 如 果 = 05 
fe EC 
Byte), WR yE O; 
ROB (Li Ts) TE 
(后 边 即 为 8 B--), f my —1= 05 
LAC gary En) Ts Ta) List Ta ACL AOE 
Car yt Lad E TEET D TE ETT D. E Y — 1 05 
FECL RCO 5g Cay TH) TL En) oy vit pL) a 
了 一 | 


3—1 


(后 边 …)， 如 果 y 一 2== 0: 
2 如 果 y — 240; 


Me - 算 子 ;类 似 对 递归 算 子 的 证 明 ,只 是 更 为 简单 些 。 这 里 
略 。 至 此 ,定理 9 证 毕 。 
现在 研究 另 一 面 , 即 任 给 的 Turing 机 Fw, 其 所 计算 的 甘 数 均 
为 递归 画 数 。 
为 确定 起 见 ,不 妨 令 
A = {aoyalyyam}， 
QS {gorgs gdm}, 
ALAR BHR AN O RR ZA “12( 即 一 进 制 数字 ) 分 别 为 “ao”、 
“a”, RIRE H goo 另外 ,对 可 能 造成 “自然 停机 ?的 Turing 机 
Tw 的 程序 P 进行 修改 ,使 其 同 原来 的 功能 一 样 ,只 是 碰 到 “自然 
停机 ”时 , 均 改 成 转 入 停机 状态 “go”。 如 下 禾 改 Ps 
IHRE gea G =l eom J501, yz), 车 了 中 无 指令 
Garay …) 时 , 则 添加 一 条 指令 (gsa,sa;,h,9s)。 易 知 ,这 样 的 修改 
满足 要 求 。 
定理 10 任 给 定 的 Turing 机 Tw 所 计算 的 函数 均 为 递归 函 
数 。 
证 明 分 下 述 五 步 证 明之 。 
OTe 的 动态 信息 为 带 上 的 内 容 和 Tw 所 处 的 状态 ,用 一 自然 
数 表 示 之 。 若 在 某 时 刻 ,Tw 为 


a 


A, aa a) 2021 


则 表示 该 时 刻 Tw TE BOS eR EE 
w= gez 2 Bia Bla ee, 
BRA, aw), = 1, Bl Tw 注视 格 中 符号 的 下 标 ; 
(w): 二 4; 即 Tu 所 处 状态 的 下 标 ; 


29. 


Cw Jo= 51312?» BINS AL Zc Eb a FE Go) 为 注视 
格 左 邻 符号 的 下 标 , Cw), 为 注视 格 左 二 符号 的 下 
标 , (wo), 为 注视 阁 左 三 符号 的 下 标 ; 

Cw), = 2°38', 即 注视 格 右 边 带 上 的 内 容 , 有 《Cw)s)os 
《Cw)s)1《(w)s)s，… 分 别 为 注视 格 右 第 1, 第 2, 第 
3,… 符 号 的 下 标 。 

C2) Tie 的 动作 函数 : 设 w' 为 某 时 刻 动态 信息 。 

BS u= Coo v= (wy) ABE AB A ao Tu 处 于 状 
AS go WM wy = 2" 3 5 7 那么 , 当 Tw MATHS saps aasls 
a) Tu 的 动态 信息 则 为 


e, Anp 
Byte a matt 


w, = 6 Bo 7 ， 
pt 
这 样 ,Tw 的 指令 (gay,azs7,9.) 即 为 一 函数 pius)=2 8 
ate moet 


3%。。5' -7 BIRT 的 任 指令 (gau ,…-) 相 应 的 函数 
Au (aom) 均 是 原始 递归 函数 。 令 
PsA we, (w)s)s WMA), = b, w) =e, 
Pw) = | BAHG Qran) 时 ， 
w, 否则 。 
称 OW) A Tu OAR. A, ecw) FUGA. 
OTe 在 + 时 刻 后 的 动态 信息 Cw 50), PTE 


(ge =w 
Pw) = p(w ,t)), 
显然 ,b(ro,z) 也 原始 递归 。 


(4)Turing 机 Tw 计算 函数 时 ,初始 时 刻 的 动态 信息 为 : 


gp emt ptt 


i 2. p 
Tayo ote) 一 2<a r ieg nt a 31。5 Pee, 


例如 : 
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The a 
DECESE pid 
AEREE 2a 


SRAM eSa =v, = 1, BARA EM a Coie, 
Zaszat1sCvt1s01), 故 才 有 上 述 一 般 地 构造 。 事 实 上 ,对 n= 二 1,2,3， 
a FT 


Tet (Ly 9 En Lave Eal V) = 
Ty at le (TALE 9 Ta Ts H Dl ytd DD 0M) 


例如 ， 


A 
1 


I on Poni 


0 L 
M n=l n2 M 
St Cable. 0D BE r M x, 间 加 上 “1” 后 ,再 将 x; 从 
带 中 去 掉 ( 前 掉 ) 所 得 的 动态 信息 ， 


SG Flee De 恰 为 自 刚 加 上 的 “1" 之 左 的 带 上 的 
内 容 ， 
PTT» tear tyes) = T Cases (mi (TT le st) os 
wm). 
4 Tw 计算 一 个 = 元 函数 wz ,… ,zx.) 时 ,初始 时 动态 信息 应 
B tala te ,zs1,1,1), 而 结束 时 动态 信息 则 为 Trea Eas 
0,zivzD* 且 其 中 工 恰 为 计算 结果 。 
《5) 由 上 述 , 若 8Czi,…yzny? 有 定义 当 且 仅 当 有 四 元 组 (zy 
v1) ,使 得 
Ofer T0111) = 


Tups (Lao Tuo Opte 0) + 
且 工 即 ha NE. WAXY ARS 2 
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《z)e = t, (Z) S22), Sts (za = Vs 
BAe eel LD d= 
Tupi Diet Tus CZY 0 C22 C25) 
C= BP pyr) RA 
Paty yoo rE) (pe [Or CH, Ens Lys 1s D9? 
= Typ Cory Ley (2490s (Zar (2)3) Ti 

上 述 “~-?" 表 示 : 其 两 边 的 函数 同时 有 定义 , 且 当 有 定义 时 , 值 
又 相等 。 

BIR Pao, FERIA. Ae - 算 子 只 用 了 一 次 ,而 
其 他 均 是 原始 递归 的 。 这 就 完成 了 定理 10 的 证 明 。 


3.3 通用 函数 和 递归 定理 


(ODE FR 
由 定理 10 每 个 Turing 机 所 计算 的 函数 
PCE En) = Cp Om Trl) Cr) 一 
Tapa CT Lay (21901 Jas (2)3))), 
EP, a FAT ic oh HA FD HY GR 
Pz) hpelg ie tz) = 07), 
FOP AC) =O) ga te) = OEC CI te Os 
& 中 均 原 始 递 归 。 
” 再 由 定理 9, 敢 每 个 递归 函数 均 可 由 Turing 机 计算 , 故 任 一 
递归 函数 oa ,zw), 可 写成 
Paty yt ty) = AC pele aise sz) = 0)), 
天 与 p 无 关 ,g 与 9 相关 , 且 天 "8 均 原 始 递归 。 
不 难 构造 n -元 原始 递归 函数 的 通用 函数 (x1,*… ,zy)， 
ARE FE Be He HB DBI Car rr ,zx。), 均 可 找到 yo tE 
PCr gee T) = U Cay yt tes Ho) s 
ESHER REE. Co OAR. Gist kA 
类 做 证 明 单 重典 套 递归 式 可 归 约 为 递归 式 而 构造 UU'。》 
由 上 述 ,n -元 递归 函数 的 通用 函数 
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ay ste) = AGU (eter tay) = 0), 
FEU A rti 元 原始 递归 函数 的 通用 函数 。 

也 可 如 下 从 1 -元 递归 函数 的 通用 函数 而 通过 配对 函数 Cr, 
IK (E) (z) 构 造 出 任 = -元 递归 阔 数 的 通用 函数 。 

HU? Gy ATE BAe eS 
TOP Cr ye tay) = UPD Cay pe Ea LO KG 
BJ? lr, y)=Iiaoy AKI y)=2,L ey) =y, 

FON ry yt yt) =J 对 nn 之 2; 那 么 ,有 : 

定理 11 VerDCz…zeyy)》 为 二 -元 递归 函数 的 通用 函数 ， 
ne, 

证 明 BER, A E EZ, BE n -元 
FBI GR ran yz 可 找到 kos Mare IHU (Capen, 
Zusko)。 这 里 也 可 按 男 种 更 好 的 方式 证 明 , 即 对 任 给 的 -元 递归 
函数 的 通用 函数 Wr rrn k) IRA ko tE 

WT) = USP (ry pet, TnI 当然， 
Wh ri Te k) = W CSP TOP Cs) ay RDI ,ee 
CORP TOP Cay are AD)» 
RECOJO Ce tee ten iml nti 事实 上 ， 
可 令 CMP ld = Ke) CMP a) = KCL) CO (ar) = 


KUCEL) ED COP I=L Le) 
aan x 


AHR ga SWO C), CORP D RAT kos fË 
g(r) = UP (rk) s 
那么 ， 
Way sets ta R= BOT Cay ye gre sD) 
= VOTO Ce, Tnk) pko) 
= UOT? TL Bark) 5 
KR, ,kL))) 
= TON Ca TT ork) a 
“336 


证 毕 。 
在 该 定理 证 明 中 ,也 可 看 到 :对 任 给 的 通用 画 数 W C raas 
2) HUET A, ,加 BLT WW, 使 
W Cay te rk) = UCHD Cay ger stare ED), 
fy, CR) = ha so 
另外 ,从 1-TA A ee CE n -元 递归 
RPG AP. A E A RFE: 
UO Ge, ptak) =U zis) Ds 
UO Cay cas Tsk) = UO FS ay ted tba a 
(2)s~m—n 定理 
年 何 一 个 递归 函数 PCa tar di es BE SE EB PEE 
nti TER KERA 如 ,使 
Aa Tero yn) = UM? Cay yey Eas Diy Im Ro) 5 
也 可 将 Dies Ym 作为 给 定 的 参量 ,而 成 为 元 函数 PCE Les 
Marts Yon) LEJ RB ka ,使 
Pry Te His th Ym) = MO Cx gee teh), 
现在 即 来 研究 bo ky SMR GR se -m -n 定理 的 直观 
HX. KEAN: 
定理 12 Hg’ 表示 由 通用 函数 UC RAEN, KAR k 
的 4 -元 递归 函数 , 则 :对 任意 monl, A A PE ST es 
Me) ,使 
BO (ap see En rI ed 
= asees Ere Eda 
证 明 KEE: C «PERT atm A Kg Ci nates 
Diet? Ym) » BP PRB ROE BI A Cy 9 0 yn) AE 
ECE ln YY) = UO Cryst pE AO et ID 
1) 4 m=1 e 
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g(t ote) 4 为 偶数 ， 
Tay tak) = 
yer 


k-l 
niet ty » Wk PR: 
RA AYO BAT UP — CS a GT), 

Bc 6S A. EE 的 证 明 中 ,有 一 般 递归 函数 
ha, (k) ,使 

Ta grt BD = UCD Cr yt yas (k) ) 
ko SOK. RA 

BT En 31) = UY Cay yee ,Ta hi OD) 


COA RREN O Case s mas AN REBONE ar oe vay 2) ,而 


Ulase saas 2k) UCHD (ay pet pte sha C29) od) 
这 Aa, 29.) BR ARH Rn) 。 
2) 当 mL BE AH g ECO CP DEG +E 
DER BE 1? 中 的 证 明 , 有 AoE 
Cap oe hy CP Cy) gt CL OD) = UY Cay ee cy AOD), 
E y= Orat s Yn) UE: 
BBs TY Ymd = TOM Cay gee sq ATP (Sra Yn) I 9 
BORE A AIO Cee yn))。 故 ( * ) 证 毕 。 
IEH Ca tm) FIBA 
hay ye Byars Ym) r 
TY BEAR RUSTE Crys tty Xar Par ot Yar BE UY, H 
《x ), 可 找到 一 般 递归 函数 hCk,y,，…,y) ,使 f 
UD gy gee yesh yt Yma k) 
= UM Gay thy rors Med) 
AGU VRS MS oH. 
HR PER Orton) R R SS BY REBORN n 元 
BRN SH ACs yey) ER 12 的 证 明 , 而 h C, yi 
…,y") 即 定理 中 的 ST oy ，… ,yn)。 证 毕 。 
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(3) 递 妇 定 理 

定理 GHAR) 对 任 一 递归 函数 A(z), 可 找到 常数 a， 
aau KF og 表示 由 通用 函数 辽 枚 举 时 , 枚 举 数 为 上 的 递 
EEES 

现在 简单 说 一 下 该 定理 的 涵义 。 其 即 是 说 ,在 通用 函数 U 的 
枚 举 下 ,对 和 任 给 ,总 会 有 一 个 不 动 点 a。 

证 明定 理 13, 只 需 对 UO RATER, 

His-m-n 定理 ,有 Si 十 ,y) ,使 

Uz yk) =U? (a, Sih y)), 
那么 ,有 之 ,使 
UD x ASI) =U (ayy p) 
=U (2,5i(p,9)), 


故 
UM (xr ASP p))) =U? (x, Sip Pp»), 
因而 ,a==S1Cp,p)。 证 毕 。 


3.4 通用 Turing 机 


从 本 节 研 究 可 知 ,Turing 机 程序 是 不 存 入 机 器 的 带 于 上 的 ， 
而 是 由 人 在 按 指 令 的 规定 ,一 步 步 执行 的 .这 和 现在 的 计算 机 是 不 
相同 的 ,那么 ,能 否定 义 一 种 Turing 机 ,使 其 可 执行 存 入 带子 上 的 
程序 呢 ? 回答 是 肯定 的 。 

设 任 给 定 符号 的 有 穷 集 4.C, 且 4CC。 称 函数 1 CS 
4 "为 一 编码 函数 ,如 果 满 足 : (1) r 1 为 全 定义 的 Turing 机 可 计 
算 函 数 (所 谓 全 定义 即 对 任 给 EC, X Turing 机 总 会 停机 );(2) 

了 7 为 1-1 的 , 即 对 任 m,as€EC* ,车 ron = ran , 则 mm 一 ww。 

此 时 , 称 ran 为 a 的 编码 。 

事实 上 ,在 本 章 3. 2 中 自然 数 在 Turing 机 带子 上 的 表示 也 是 
一 种 编码 。 

所 谓 通用 Turing 机 了 ,实际 上 也 是 一 个 Turing 机 ,只 不 过 其 
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功能 较 强 。 可 以 使 任 给 的 Turing HLT’ , 若 CT 为 T' 的 编码 ; 赐 
满足 
+%0 +e 
T" .01++-10=>0 1-10 
当 且 仅 当 
Te» CTT >» {o= x ri’ a x oa. 


这 里 自然 包含 :和 停机 当 且 仅 当 了 停机 ,而 当 停机 时 ,结果 如 上 。 

现在 从 了 的 功能 出 发 ,介绍 一 下 如 何 构造 个 。 为 确定 起 见 ,我 
们 设 任 给 定 的 Turing 机 ,其 输入 符号 集 均 为 4 一 (0,1} ;为 了 方便 
构 进 ,而 设 工 的 输入 符号 集 hr 一 (0,1，x }。 且 设 了" 不 会 出 现 自然 
停机 。 

CYT 的 功能 :7 模拟 任 给 定 的 7 的 功能 。 具 体 说 来 ,了 首先 
记 下 其 读 写 头 位 置 (相应 于 THER TABE 7 的 编码 部 
分 ,去 找 出 开始 状态 编码 ,根据 该 将 令 的 功能 ,再 右 移出 编码 区 , 找 
到 刚才 记 下 的 位 置 ,实现 该 指令 的 作用 ;而 后 ,又 记 下 读 写 头 的 新 
位 置 ,再 左 移 至 编码 区 ,找到 有 关 的 指令 去 执行 …, 依 此 类 推 , 一 当 
所 找 的 指令 要 转 入 最 后 状态 , 则 在 实现 了 该 指令 的 作用 后 ,即刻 转 
和 停机, 

《2) 任 给 五 的 编码 CTT : 

aa 的 编码 为 Lel 


a 的 编码 为 lvl 


2 的 编码 为 1 
r 的 编码 为 11 
h 的 编码 为 1it 
那么 ,了 的 指令 I= (9,4) asv) =i Rr KAO HRBH 
el Oral oral oridorgn, 
T T VLE (oo sda) (不妨 设 已 按 “q;”、“a,” 的 下 标 大 小 的 字典 
序 排 好 ?的 编码 则 为 


110 FIP Ori 0 Tin 00 CIs , 
其 中 ,最 左 的 “11? 表 示 开 始 状态 “qi”。 

《3) 几 个 构造 技巧 : 

为 要 记 下 了 的 读 写 头 位 置 (实际 上 是 相应 于 六 的 读 写 头 位 
置 ) ,可 在 该 格子 中 写 为 " * ”, 而 当 指令 处 理 完 后 ,必须 将 此 格 中 内 
容 恢复 ,这 就 要 求 在 写 ” * ”之 前 ,根据 是 “07" 或 “1 而 转 和 不同 的 状 
态 记 忆 之 。 

上 述 (2) 中 最 左 的 安排 ,实际 上 是 标志 当前 状态 的 ,以 “* ” 标 
记 在 该 状态 之 “ 左 ” 分 。 这 便 要 求 , 当 处 理 到 哪个 状态 时 ,在 往 右 移 
出 编码 区 ,去 实现 当前 指令 的 作用 之 前 ,必须 在 该 指令 要 转 入 的 状 
态 编 码 之 左 标记 ” * ”, 以 便 下 一 条 指令 的 执行 。 当 然 ,指令 执行 完 
后 ,找到 了 新 的 指令 ,还 要 把 上 次 标记 的 状态 之 左 的 ”x "重新 恢复 
为 “0”。 

一 条 指令 处 理 完 后 ,就 要 找 下 条 应 执行 的 指令 .而 这 已 在 上 条 
指令 的 要 转 入 状态 编码 之 左 标 记 有 “* ,根据 此 状态 ,来 寻找 下 条 
应 执行 的 指令 。 因 而 ,首先 要 将 此 状态 ,与 各 指令 的 状态 进行 “ 比 
较 ”, 其 次 还 变 “ 比 较 ” 指 令 中 的 注视 格 中 符号 与 当前 “7T' 的 注视 格 
中 符号 (而 这 已 通过 状态 记忆 之 }。 前 者 可 类 似 定 理 $ 中 沪 , 的 构 
造 ; 后 者 因 已 记 在 状态 之 中 , 故 变 得 十 分 简单 了 ,当然 ,因为 我 们 限 
定 了 任 给 的 Turing 机 T ,其 输入 符 导 集 固定 , 即 4 一 {0,1}, 故 可 
采取 这 种 将 所 注视 的 符号 “记忆 ”在 状态 之 中 ;而 车 4 可 为 任意 有 
穷 集 时 , 则 不 能 这 样 作 了 ,只 能 类 似 “ 比 较 ” 状 态 的 办 法 进行 处 理 ， 

在 作 了 上 述 规定 和 注释 后 ,这 里 就 不 再 直接 构造 通用 Turing 
机 了 。 请 读者 补充 构造 之 ,这 对 读者 掌握 Turing 机 的 构造 方法 和 
技巧 是 大 有 好 处 的 。 

从 通用 Turing 机 的 功能 和 运行 不 难看 到 ,其 是 将 任 给 的 
Turing 机 7T' 的 程序 存 入 到 带子 上 的 ,这 与 现在 的 一 般 计算 机 很 相 
象 , 事 实 上 ,1945 年 第 1 台 计 算 机 的 设计 者 之 一 ,von Neumann 就 
说 过 ,他 设计 那样 的 计算 视 是 受 了 通用 Turing OLR DH 
当然 ,通用 Turing 机 自己 也 是 个 一 般 的 Turing 机 ,其 程序 也 是 存 
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在 带 于 之 外 ,而 要 拿 人 在 执行 其 程序 的 。 从 这 个 意义 上 说 ,通用 
Turing 机 不 过 是 个 解释 程序 而 已 ， 且 这 个 解释 程序 又 是 区 人 在 执 _ 
行 的 。 
3.5 通过 Turing 机 定义 的 非 递归 函数 

现在 研究 全 定义 的 非 递归 函数 。 

We Taring BLT 为 打印 机 。， 如 果 其 输入 符号 集 A=(0,1}.8 
功能 为 上 过 “1, 即 从 空白 带 出 发 ,打印 一 系列 的 “1”, 且 带 上 


除 这些 “1? 外 ， REEI O, LATO: 
例 36 TÀ 为 四 个 状态 的 打印 机 (忽略 停机 状态 ,可 如 下 造 


之 : 
qq 0 1 r ge 
alre 
goili g 
qa llia 
q O 1A Go 


从 这 个 例子 可 知 , 易 造 出 具有 (z 十 1) 个 状态 的 打印 机 ,而 其 
打印 出 ]…1, 记 为 1。 
令 Ble) Smax {TO (OS TOP Bot 1 PAR AT A 
机 )} 。 
那么 ,该 ZCz) 是 确定 的 。 因 为 ,对 任 给 的 zx, 且 有 zo 十 1 个 状 
态 的 打印 机 只 有 有 穷 个 , 故 zCz*? 有 有 限 值 .现在 已 知 : 
X0) 一 1， 


了 (2 一 4, 
EG) = 6 
EU) = 13, 


BCS) > 501”, 
有 下 述 定理 : 
定理 14 ECz) 非 递归 函数 。 
证 明 只要 能 证 明 , 对 任 给 的 递归 函数 Az), 均 有 ro tE 
Ea) >f ao), BE BATE BASE o 
& p62) = SUGH] Me go) G PR ME, RIE 
WEIER +, 均 有 
De@Wefa@), 
(Dgo, 
BgG@t)>s). 
那么 ,由 定理 9, 不 难 构造 计算 g(a) Turing OLT, BUA 
beoog 如 eroo。 
PAET, 有 < 个 状态 。 
现在 构造 Turing 机 
Ts =T Ti, 
那么 ， 


Pron “h th, 4 7, Y 
Oa h oo D1 OQ GEED, . 


由 例 36, 不 妨 设 Tetb 的 状态 数 为 十 2。 帮 了 -的 状态 数 为 
z 十 2 十 ti。 因 而,T- 可 看 成 有 xz 十 2c 填 1 个 状态 的 打印 机 。 故 由 习 
BREL H: 
(Etat 24+ Deglelx +1, 
易 知 , 当 工 足够 大 时 ,zz 十 2c 十 1 再 结合 上 述 (2》, 可 得 : 当 
工 足够 大 时 ， 
gead > 工 十 2c 十 1; 
再 由 g(x) 的 单调 递增 性 ,可 得 : 
[A 


r 


= 


D BLES SH MEM EG)4096., 


0. 


BA, VaR, 

(Dalar2ctDeflatle+): 

RH, <4). (6). 07), AAR S e 足够 大 时 ， 
Ele + 2e +1) > flat 2e +7. 

RRA. E NE AE Ee, 

上 上述 BRR ENT AR”. 1983, ERABE — 
DCE FE BS A ET Eg SLB HS EY HES AR AR SIT £0 OL HE 
构造 的 打印 1 的 个 数 最 多 时 , 谁 即 为 优胜 者 .结果 ,优胜 者 是 参 予 评 
判 忙 海 狸 的 人 ,他 构造 的 打印 机 可 打印 501 个 “1”; 而 第 二 各 构造 的 
打印 机 只 能 打印 240 个 1”; 妓 21.(5) = 501, 3,¢5) = 240, H H HE 
明 . 再 无 任何 打印 机 蕊 ,使 240<3,C5)<<501。 下 面 列 出 优胜 者 所 构 
造 的 B: MEZ- 


ANBARA H Scientific American ,Feb. 19843( 中 译本 《科学 》， 
1984 年 第 7 期 )。 

FASb, CHandbook of Math. Logic》 上 一 文 “Elements of Re- 
cursion Theory” Agii: 2(6) 2235-207) 222961, E08) 8 K 104, 
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本 书写 作 中 ,我 们 又 见 到 Bantock 和 Marxen 构造 出 的 
Ea (5) =4096, Ait E (524096 BH (5) 是 移动 了 11798826 步 之 
后 , 才 在 带子 上 留 下 4096 个 “1 .他 二 人 还 构造 了 类 似 王 的 五 个 状 
态 的 打印 机 5S,(5), 它 移动 步 数 特别 多 (51(5) = 23554768) aX S, 
(DALER L (5) 如 下 图 。 我 们 的 学 生 王 超编 程序 验证 了 马 (5)， 
(5) 和 Si(5)。 


(5) 545) 
0 1 0 1 
qı lra irg % irge Olg 
gs lig Uig 9 lig, Ira 
gs lra May gs liq las 
qe lrg ligs a lrgr lrg 
gs ligr Olg; qs ira, Org, 
我 们 将 n PARAS AY KR BIT EV LIB WH S (nd Jal- 
strom 子 其 1992 年 的 文章 中 证 得 


S(a) < E200); 

EECA RR Trh, KAA REA SOS 
(10n) 5 而 疡 瑞光 . 丁 龙 去 和 徐 书 润 于 其 1997 年 的 文章 中 又 将 该 
结果 改进 为 S (2) <SE(3n+c).Ben-Amram, Juistrom 和 Zwick 等 
人 于 1996 年 独立 得 到 SC(n) 志 (2n 一 1)5C3n 十 3), 请 参阅 [30]， 
[31],[61],[62] 和 163]。 

正如 王 浩 在 其 1981 年 的 书 中 所 说 ,“ 忙 海 狸 疝 题 是 组 合 练习 的 
PR ZARA”. 

在 结束 本 小 节 之 前 ,再 介绍 一 种 类 似 的 定义 非 递归 函数 的 方 
法 。 

称 一 种 Turing 机 为 输入 打印 机 ,其 功能 同 打 印 机 ,只 是 其 输 
入 不 是 空白 带 , 而 是 与 打印 机 状态 数 相等 的 “1” 的 序列 。 

称 一 种 Turing 机 为 相对 于 (fo. 无,…, 玫 } 的 扩充 打印 机 ,其 
功能 恰 如 输 入 打印 机 ,只 是 在 其 任何 状态 均 可 调用 计算 应 数 志 ， 
fiss f, BY Turing 机 
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那么 , 令 
P(x) =1 十 maxT Re +) = tT? HA 
之 十 1 个 状态 的 输入 打印 机 }， 
对 有 >0, 令 
Pax) = 1 十 maxltTi Ge + 1) = TY 为 有 
十 1 个 状态 的 相对 于 [Cx),…,@% "(zx)] 
的 扩充 打印 机 》，、 
则 不 难 证 明 , 借 (x) 均 非 递归 函数 ,读者 可 试 证 明之 , 详 见 “A Se- 
quence of Uncomputable Functions”, by C. B. Dunham, inf ACM 
SIGACT } News, 16:3(1984). 


3.6 Turing 机 的 子 类 一 一 有 穷 自动 机 


HRE Toring 机 的 移动 符号 集 Me Tt MPR 
种 Turing MHASH BAL. i AE: 
0G) 当 给 定 一 个 输入 符号 序列 "E 4" ,其 读 写 头 开始 时 总 注 
视 着 a 的 最 右 一 个 符号 ; 
(2) 有 穷 自动 机 停机 当 且 仅 当 其 读 写 头 移出 字 “时 ,并 称 此 时 
带子 上 的 内 容 即 为 有 穷 自动 机 的 输出 。 
现在 来 研究 有 穷 自动 机 的 功能 。 
为 确定 和 简单 起 见 ,不 失 一 般 性 ,假设 
有 二 {0,11,2},*0” 表示“ 空白 ”， 
Q = igos)» 
MAERA PES TED ieii Gy {152} f= Or Ls eee ot) RME 


0 的 自然 数 X 一 诗 忆 "21。 称 这 种 配 数 为 2 缺 0 进 制 配 数 . 经 这 样 的 配 


数 后 , 任 一 有 穷 自 动机 就 可 看 成 是 自然 数 到 自然 数 上 的 函数 。 
对 有 穷 自动 机 的 每 条 指令 五 Sl, m) 


` (givajrarrd sgp) » 
可 分 别 作 二 个 自然 数 谓词 
Di Tit) =n =i AnA 
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和 
By roy) Tt =tAwn=jAn =k 
它们 分 别 表示 有 穷 自 动机 的 状态 转换 和 输出 。 
将 这 有 穷 个 Ds Dy 和 By Bn 分 别 以 “VY” 连接 起 来 ， 
即 得 
DOnt t > VA, (CEE EEDE 


和 
PRI By I> M By On 21992) + 
ie ， 


则 它们 完全 表示 了 这 有 穷 自 动机 的 一 步 状 态 转换 和 一 步 输出 。 
BAUZ M D RERA T Grzegorczyk BBE e. 
5 myyy_ for 如 X=0 
Blong? CO y OUR AERA. ER I XO 
X fy m GROMER BAA ALS (十 1 
roam 位 数字 ,如 果 AXA 
0， BM: 
那么 ,相应 于 上 述 DABS 
GX,0)=1 
{eons +1) = yX, SI BCR KOCK Xs 
F(R, = py, KS 2 BGK yt) KCK st) ya)» 
则 不 难 知 道 : 如 果 碟 为 有 穷 自动 机 的 输入 符号 序列 的 配 数 时 , 列 
CX OFX ODMR RRA A HOE t 步 时 的 状态 下 标 、 输 
出 符号 ,而 


lg Cx) 


FOO= D FAD- 
MARAA H DI RRRA A: 
定理 15 更 (X)Ee。 
为 证 明 该 定理 ,必须 顺序 证 明 下 述 函 教 或 由 受 园 - 算 子 定义 
的 函数 ,分 别 属于 er 和 e'。. 这 里 ,在 列 出 的 同时, 仅 输出 也 个 例 示 ， 
其 他 则 请 有 兴趣 的 读者 补 证 之 ,或 请 参考 文献 [15]。 


*1—4 X+y,(X/y]rem(X1y)8,( K€ (AA): 
*5—6 X+s, (9) X's, Et; 
4 TB AX ye Xe Eg AX, Ky XD 


#1 


#2 
HZ 


#11 


= Axl AX Xn y=] Ee; 
1,X=k 
= {Fy k=l, ym; 
sa Os KED +2) se KL) ,sss (XI EE, 
Kes (EBL m; 
Fi (Ko yex) =ztyez 


全 (X,0,2)=X 
A Xap ls) = Ky r, WAX y zee 
Ai(XsyrzeX2vE es 


AX =X Dr Ee, 
long’ (X) €f; 
log™(X)=long™(X)1 Ee; 

log ™ (xy 
gO (X= mi PE 69, 

0, MR X ong log” (X 
HX =| 如 果 X= Osh ¢>log’e?(X) 


1, 否 则 ; 
THO (X st) =s,( Cog (KIT1) slX), 


HOCK Ee; 
COCK t= RMA X HY m HOMER RR AR t 位 所 


余下 的 数 
{ee 


COCK t+ D= [CMX t) 1 fn], 
eC CX st Ee; 
SRP CX 2) = (rem (CM (X91, m) +1)» 
SHX, D), 
KO CX Ee 


+45. 


Alf GX FOE: 
#12 PPL = Dies Ee; 
#13 BPX 8.0 FADS, Ml 


mias 
PPX = D, FKD om’ Ee 

这 是 因为 : 
Y(X) = F(X.0) 
UO (Xe +1) = PPR 2) + MM EHI), 

FCX log (2 + 1))) 

+ s,(log’” (z+ 1) + log™(z)), 
WP (Kz) S mz + m; 
BPO (=H XK MEE: 

log CCD 
ATY? OR 之 FO iDm, 
log? a) 
KA WOD= È FAD? Ee. 
HAYRETE iP, ARAS H YUL BERT ay RE A RE. 

可 见 其 萝 能 之 弱 , 然 而 ,至 今 人 类 所 造 出 的 计算 机 ,实际 上 不 过 是 
某 个 有 窃 自 动机 而 已 .如何 严 格 地 论证 这 一 点 ,请 读者 思考 之 。 


3.7 计算 复杂 性 与 PNP 问题 

在 1. 3 和 1. 6 对 递归 函数 的 分 层 研究 ,就 是 一 种 计算 复杂 性 研 
Rs Ritchie 在 他 的 博士 论文 中 ,对 G -应 数 分 层 的 e( 常 称 作 初 等 
函数 类 ) 义 作 了 进一步 的 分 层 研究 .其 体言 之 , 即 以 有 穷 自动 机 所 
ADS ACR ESSA RI FONE 多 * 中 函 
数 作为 Turing StH BONS A R OVE RE ERD ,这 
样 所 计算 的 函数 构成 I, LUE ERB OF FG 
Zi 一 0,1,…)。 类 伺 地 ,可 以 时 间 ( 或 步 数 ?界限 作为 尺度 ,得 


-die 


到 原始 递归 函数 集 轩 HSE R= UEFE G=, 
2，…》 而 且 对 a 沁 3,@" 一 ;因而 可 以 说 ,这 种 分 层 可 称 作 G -R 
数 集 的 时 眼 (或 步 限 ) 计 算 . 详 细 内 容 请 参阅 [58] 和 [17]。 

在 上 述 的 计算 复杂 性 研究 中 ,G -函数 分 层 仅 涉及 函数 值 的 大 
小 ,而 并 未 和“ 计算" 连 起 来 ,而 Ritchie 4 BATES HEM © -分 
层 研究 ,又 是 这 涉 到 两 个 计算 模型 的 (或 说 两 种 理论 计算 机 的 ) .下 
面 将 给 出 多 种 复杂 性 定义 ,并 介绍 有 关 结 果 。 

设 了 为 一 给 定 的 Turing 机 ,县 假设 对 其 输入 符号 字 已 进行 
自然 数 编码 , 则 7 就 可 看 成 是 自然 数 的 函数 。 令 
该 了 对 输入 xz 所作 的 步 数 ,如 果 工 对 停机 


tr (2) 一 | 


无 定义 ， am, 
Sex) = [ET MARA ERE T a BL 
7 无 定义 ， 否则 ， 


TU tr’ ,Sr 分 别称 作 工 的 时 间 和 空间 复杂 度 。 

Blum 在 1967 年 定义 了 所 谓 的 抽象 复杂 度 。 如 下 : 设 Aa 
免 *… 是 所 有 递归 阔 数 的 枚 举 , 它 们 的 计算 复杂 刻 是 指 递归 函数 
的 序列 


DaD Da y 
HERE: Dp OA RY ALY B,C(z) 有 定义 ,i=0,1,2,…} 
. 1.4 8(o=y ht, 
DË KG y= 0 ,否则 ， 
则 KGszryy) 是 一 个 完全 定义 的 递归 函数 ( 即 一 般 递 归 
函数 ) 。 
那么 ,不 难 知道 ,上 述 定 义 的 Turing 机 时 闻 和 空间 复杂 度 是 

符合 Blum 的 抽象 复杂 度 定义 的 。 


从 现 在 至 本 节 末 , 仅 对 全 停机 的 Turing 机 进行 研究 。 
对 任 给 Turing $17.4 
trín) = max tr (2) (2 的 长 度 iz] <a), 
Srln) = max Sr (xz) r| Sx), 


DUT tr 9 Siz 是 另 一 种 时 间 .空间 复杂 度 ;该 种 复杂 度 仅 和 输入 的 长 大 


如 下 类 似 地 定义 所 谓 并 行 复杂 度 。 
对 任 给 Turing 机 本 ,对 任 给 输入 xz, 设 rr'(zx) 为 了 对 输入 x 
计算 时 读 写 头 移 动 方 向 改变 的 次 数 , 称 作 循 回 次 数 。 令 
rr(m) = maxrr' Cr) Sa), 
SM rr 称 作 该 Turing WT 的 并 行 复杂 度 。 
易 证 下 述 两 个 定理 。 
定理 16 WHE Turing 机 不, 有 常数 C, 使 得 : 
trin) = Cnrr (n) > Sr(n)o 
定 玩 17( 线 加 速 定理 ) 对 任 给 Turing 机 了 ,对 任 给 常数 C> 
0, 均 可 构造 等 价 的 Turing 机 7" ,T", 使 满足 ， 
tr(n) = Ctr(a) Sr(n) = CSpkn), 
BERGER TAER, ST IPT MRS ER EE 
BL MME EB EHR. . 
而 定理 17 即 所 谓 的 线 吉 速 定理 ,其 意思 是 说 ,就 时 . 空 而 言 , 计 
算 复杂 论 是 可 以 “任意 地 ”小 或 大 的 .更 有 下 述 所 谓 的 “任意 ” 吉 速 
定理 。 
定理 18 设 r(z) 是 任 给 的 全 定义 的 递归 函数 , 均 有 Turing 
机 了 ,使 可 构造 另 一 等 价 的 Turing $17" ,使 得 ， 


trín) 一 7Ctm(z))。 


证 明 Be. 

上 述 定义 了 几 种 计算 复杂 性 测度 ,是 否 可 信 呢 ?为 回答 该 问 
题 ， 在 本 世纪 70 年 代 提 出 所 谓 的 “大 致 等 价 性 ” (rouphly 
equivalent) 和 “相似 性 原理 ”(similarity principles)， 其 是 说 : 对 
任 二 种 计算 模型 ,用 其 中 之 一 表述 的 计算 4, 可 找到 用 另 种 模型 表 
述 的 计算 B, 且 B 可 模拟 A. 并 在 时 间 、 空间 、 并 行 复杂 度 间 , 是 
多 项 式 相 关联 的 。 该 相似 性 或 等 价 性 的 意义 在 于 , 若 容许 多 项 式 相 
差 的 前 提 ， 则 复杂 度 定义 与 计算 模型 无 关 。 详 请 参阅 文献 [24]。 

“任意 ”加 速 定理 GAID 的 涵义 ， 是 说 任 给 的 算法 ， 都 
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无 最 好 的 程序 .这 就 是 说 ,一 个 函数 的 复杂 性 多 种 多 样 . 初 看 起 来 ， 
这 似乎 不 太 合理 ,因为 这 种 复杂 性 的 测度 无 标准 可 言 了 .上 述 这 些 
话 , 在 多 种 讲述 加 速 定理 的 书 中 ,都 会 有 类 似 的 说 法 ,那么 ,到 底 
这 种 复杂 性 定义 还 成 立 与 否 呢 ? 

在 文献 [16] 中 ,作者 引入 一 种 算 子 ， 由 它 出 发 ， 可 对 任意 
的 递归 函数 集 进行 分 层 , 且 使 得 在 较 高 层 (或 较 大 层 ) 的 函数 , 无 
论 如 何 加 速 , 也 不 会 加 速 到 较 低层 来 。 或 者 换 句 话说 , 这 种 分 层 才 
真正 定义 了 函数 的 复杂 性 ， 即 一 函数 的 复杂 性 是 由 其 所 在 的 时 刻 
画 的 ， 而 不 是 佑 一 个 函数 刻 划 的 .美国 MIT 的 名 教授 Meyer 和 
Winklmann 在 他 们 的 文献 [60] 中 ， 称 一 函数 的 复杂 性 能 由 一 个 
“honest” 函 数 序列 来 刻 划 ， 尽 管 他 们 并 未 对 函数 集 进行 分 层 。 

在 此 之 前 介绍 的 Turing 机 ， 剖 是 从 计算 函数 的 角度 研究 的 。 
当然 ,包括 计算 特征 函数 在 内 ,本 节 的 余下 部 分 我 们 讨论 Turing 
机 的 可 接受 性 ， 从 而 引出 至 今 未 曾 解决 的 重要 问题 P=NP? 

BRERA SWADR A, LCA’ A 上 的 语言 。 

例如 ， 设 4 为 PASCAL 语言 的 所 有 符号 构成 之 集 (自然 有 
F), 则 所 有 的 PASCAL 程序 即 是 4 上 的 语言 .再 如 , 英文 字母 加 
上 数字 及 若干 标点 之 类 的 符号 为 符号 集 4， 则 任 一 篇 英文 文章 即 
构成 一 个 4 上 的 语言 。 

现在 , 对 3.1 有 关 Turing 机 的 定义 , 再 加 以 明确 区 分 , 有 确定 
的 Turing 机 , 也 有 不 确定 的 Turing 机 。 事 实 上 , 那里 在 程序 运行 
的 定 文中 , 规定 Turing 机 只 有 一 个 初始 状态 ,还 规定 程序 的 任 二 
条 指令 ， 其 前 二 元 素 不 会 完全 相符 〈 即 在 任何 时 刻 ， 不 会 同时 有 
两 条 或 两 条 以 上 的 指令 可 以 执行 ) ,我 们 称 , 经 上 述 限 制 的 Turing 
机 为 确定 的 Turing 机 .而 当 没 有 上 述 限 制 ， 即 可 以 有 一 个 初始 状 
态 集 QQ 三 Q， 且 也 可 有 若干 指令 ， 其 前 二 元 素 完全 相符 ， 则 称 这 
种 Turing 机 为 不 确定 的 , 即 它们 可 从 任 一 个 初始 状态 g,E Qi 开始 
运行 ， 且 当 有 若干 条 指令 可 以 执行 时 ， 就 能 选取 其 中 的 任 一 条 指 
令 执行 ， 

为 研究 Turing 机 的 可 接受 性 ,再 从 其 状态 集中 划 定 一 个 接受 
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状态 集 QS, AY Turing 机 转 入 此 种 状态 时 ， 也 即刻 停 饥 。 

设 给 定 符号 的 有 穷 集 4 和 以 A 作为 符号 集 的 Turing 机 了 
《其 为 确定 的 或 不 确定 的 ， 且 有 接受 状态 集 CO) REWA A 
上 语言 工 的 可 接收 性 。 

Rata OT 所 接收 , 当 且 仅 当 了 以 “作为 其 带子 上 开始 时 
的 内 容 ， 使 工 可 以 运行 且 能 转 入 接受 状态 EQ. 

当然 ， 对 确定 的 全 言 ， 这 个 运行 过 程 是 确定 的 ， 最 后 转 入 停 
机 状态 或 接受 状态 ; 而 当 了 非 确定 时 , 无 论 从 哪个 初始 状态 出 发 ， 
也 无 论 运行 中 选取 哪 条 可 执行 指令 执行 ， 只 要 最 后 能 转 入 接受 状 
态 ， 即 认为 带 上 的 开始 时 的 内 容 是 可 接收 的 ， 否 则 认为 是 不 可 接 
Bei. 

称 4 上 的 语言 工 为 了 所 接收 ， 当 且 仅 当 

L= {aja E 4 HeT Ak. 

因为 任 一 确定 的 Toring 机 也 可 看 成 是 不 确定 的 , 所以, 确定 
的 Turing 机 所 能 接收 的 语言 必 也 为 非 确定 的 Turing 机 所 接收 。 
反 过 来 , 就 任意 的 不 吉 别 的 限制 的 Turing 机 而 言 ,上 几 能 被 不 确定 
AY Turing 机 所 接收 的 语言 也 能 为 确定 的 Turing 机 所 接收 。 

BLE. 对 Turing 机 的 接受 性 加 以 限制 , 称 xE 4' 能 被 Turing 
机 了 在 条 项 式 时 间 内 接收 ， 当 且 仅 当 有 多 项 式 p (x)， 而 了 接收 
a 所 用 的 指令 次 数 科 PCe) 。 

称 4 上 的 语言 工 能 被 7 在 杀 项 式 时 间 内 接收 ， 当 且 仅 当 

L= {aja € 4 , 且 “ 为 了 在 多 项 式 时 间 内 接收 ) 。 
令 P 二 {LILCA’, 且 工 能 被 确定 的 Turing 机 在 多 项 式 时 间 
内 接收 }， 
NP= {L|LCA', 且 工 能 被 不 确定 的 Turing 机 在 多 项 式 
时 间 内 接收 }， 

那么 , 显然 有 ,PSNP: (AAA PNP 呢 ? 这 便 成 了 长 期 来 
BLA RER AKT o 

对 计算 机 科学 理论 中 这 一 深刻 的 重大 问题 ， 不 再 作 更 进一步 
的 介绍 , 有 兴趣 者 可 参阅 有 关 文章 , WM: (1》 The NP -Complete- 
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ness Column; An Ongoing Guide, by D. 5. Johnson, J. of Algo- 
rithms, Vol. 11. No. 1, 144—151, 1990; (2) The structural 
Complexity Column, by J. Hartmanis, Bull, European Assoc. 
Theor. Comput. Sci (各 集 }。 


3.8 Post 系统 和 Turing 机 


E. L. Post 为 研究 数学 的 推理 系统 , 早 在 本 世纪 20 年 代 初 就 提 
出 并 研究 了 几 个 所 谓 的 Post 系统 ,但 由 于 种 种 原因 ,他 的 文章 一 
直到 40 年 代 才 得 以 发 表 。 这 里 仅 简单 介绍 一 下 他 的 规范 系统 
(canonical system)。 并 分 析 该 系统 和 Turing 机 的 关系 。 

Post 规范 系统 是 一 个 三 元 组 (4,W。,R) ,其 中 ,4 是 符号 有 穷 
RWA , 称 作 初始 字 集 ,而 尺 是 推导 规则 的 有 穷 集 , 任 rER， 
形 如 

$i X, & Xen G Xn Er > M X., Me Xm Ky Mme 
H Enpe A GH Leen tbisge lice m1) Xk Le aR 
WER X E {Xor Keb G= m). 

现在 介绍 规范 系统 是 如 何 运行 的 。 

设 任 给 mEW。, 则 将 a 按 任 推导 规则 中 “--” 的 左边 部 分 (以 后 
简称 左 部 分 解 ,车 能 为 

a = 6 È, Deeb Dn Butis 
则 称 这 分 解 与 该 推导 规则 左 部 相 匹 配 ,那么 , 即 可 使 用 该 规则 ,从 
a 得 到 


B = h 8, ha Dya Da Gario 
其 中 ,6 是 相应 于 X AA (0i sdn) RTR E HEIE o> It e 
又 可 再 次 使 用 椎 导 规 则 进行 推导 ,一 直到 不 能 再 施行 任何 规则 时 
止 * 所 得 到 的 字 ?, 即 称 y 为 “的 推导 结果 。 记 作 a>7, 令 
W = (lar, E Pr， 
则 W 为 该 规范 系统 的 导出 集 。 
那么 ,我 们 有 : 
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定理 19 Turing 机 所 接受 的 语言 类 与 规范 系统 导出 集 的 类 
相同 。 

该 定理 的 详细 证 明 略 去 .这 里 仅 作 如 下 解释 。 

” 首先 ， 若 将 Turing 机 的 动态 信息 写成 
u q a;Us 
并 将 相应 的 指令 写成 规范 系统 的 推导 规则 ， 则 易 知 : 任 一 Turing 
机 不 过 是 一 个 规范 系统 。 

其 次 , 可 以 类 似 证 明 Turing 机 计算 函数 的 递归 性 , 证 明 任 一 
规范 系统 的 导出 集 的 特征 函数 也 是 送 归 的 。 

这 样 ,从 上 述 研 究 可 以 看 到 ,尽管 递归 函数 .Turing 机 和 了 ost 
规范 系统 ， 从 形式 上 看 很 不 相同 ， 但 它们 的 计算 、 接 受 、 推 导 能 
力 却 是 相同 的 .在 30 年 代 末 期 ,就 有 了 这 些 系 统 (只 是 Post 系统 尚 
未 公开 发 表 ， 但 还 有 A. Church 的 -演算 等 ) , 且 证 了 它们 的 等 
价 性 .这 便 引起 所 请 的 Turing - Church 论题 任何 一 个 可 计算 函 
数 均 为 递归 函数 , 或 者 说 , 任何 一 全 可 计算 函数 均 为 Turing 机 可 
计算 .这 个 论题 是 无 法 给 出 数学 上 的 严格 证 明 的 .因为 “可 计算 通 
数 ” 这 不 是 一 个 数学 概念 .但 是 ， 当 承认 了 这 个 论题 ， 就 可 以 说 ， 
“可 计算 ”就 是 Turing 机 可 计算 , 或 者 是 递归 可 计算 .下 一 节 , 我 
们 将 从 分 析 Turing 机 定义 的 特殊 性 出 发 ,给 出 另 一 种 理想 计算 机 
MMCM, 而 县 从 某 种 意义 上 说 , 这 是 最 一 般 的 理想 计算 机 ,也 可 
以 说 是 “可 计算 ”的 一 个 数学 定义 。 


第 四 节 计算 机 的 数学 模型 (MMCM) 


上 一 节 介绍 了 Turing 机 和 Post 系统 ， 并 证 明了 从 接受 性 和 
导出 性 的 意义 讲 , 二 者 是 相等 价 的 (定理 19). 本 节 , 先 从 分 析 Tur- 
ing 机 的 特殊 性 和 Post 系统 的 非 确 定性 出 发 ， 引 出 一 般 的 理想 计 
算 机 ， 称 作 计算 机 的 数学 模型 ， 记 为 MMCM.。 进 而 证 MMCM 和 
其 他 计算 模型 的 等 价 性 , 并 指出 MMCM 的 一 般 性 .以 MMCM 为 
背景 ， 研 究 理想 计算 机 的 一 些 性 质 ， 并 指出 有 穷 性 原则 就 是 通过 
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有 穷 哑 射 定义 递归 集 和 递归 可 枚 举 集 的 原则 。 
4.1 进一步 分 析 Turing 机 和 Post 系统 


在 提示 证 明定 理 19 时 ， 曾 建议 将 Turing 机 的 动态 信息 写 为 
uqaw 这 就 是 Post 规范 系统 推导 规 刚 的 左 部 形式 , 若 有 Turing 
机 指令 

(Gi 1Qy Qa sbogyds 
则 有 推导 规则 ， 

UAGA U 一 一 > UG pA AU y 

其 中 , a 为 给 定 Turing MLN EMS AATA, 将 Turing 机 的 
各 指令 均 类 似 地 对 应 于 若干 条 推理 规则 后 ,给 定 的 Turing 机 一 步 
步 地 运行 ， 所 作 的 各 种 动作 ， 则 这 样 构造 的 规范 系统 也 能 一 步 步 
地 进行 推理 模拟 . 且 这 种 规范 系统 的 推理 规则 形式 不 外 是 

uau ——> ufv, 
EP, u, v 是 变 元 ，s， 有 是 常数 ! 这 远 比 一 般 的 推理 规则 形式 

ET e081, En 一 VL Ti, Yell Mary 

要 简单 和 特殊 得 多 。 

实际 上 , 可 把 Turing 机 的 指令 , 看 成 每 次 仅 对 一 个 符号 进行 
操作 ,把 它 改 写成 另外 所 需要 的 符号 。 比 如 ， 上述 列 出 的 指令 , K 
将 & 变 成 az， 而 后 即 左 移 去 注视 和 操作 紧邻 的 符号 了 。 

现在 来 看 看 Post 规范 系统 。 

首先 , 对 运算 对 象 所 进行 的 操作 , 正 像 上 边 模拟 Turing 机 一 
样 , Post 规范 系统 可 完成 Turing 机 的 功能 , 另外 , 它 还 可 以 同时 
作 更 多 的 操作 ， 计 有 ， 

W Eis Ea cree 名 01 这 是 操作 当 数 ， 将 这 些 数 同 时 变 成 常数 
和 

DX, es X, 诸 变 元 所 代入 的 数 进行 删除 、 考 贝 , 并 与 
(1) BBA Ry, Gal, s mt D 进行 一 定 次 序 的 间隔 
排列 .这 就 是 该 推理 规则 所 得 的 最 后 结果 。 

因而 ,可 以 这 样 看 : 如 果 说 Turing 机 仅 有 一 个 读 写 头 , 每 次 
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仅 对 注视 符号 进行 操作 的 话 ， 那 么 ，Post 规范 系统 即 可 看 成 有 多 
个 (实际 是 有 限 个 读 写 头 ， 且 对 所 有 的 注视 符号 进行 操作 ， 然 
后 将 产生 的 中 池 结 果 〈 即 那些 及), 和 原来 没有 注视 的 部 分 , 经 过 
删除 和 考 贝 后 ,再 进行 重新 排列 ,得 到 最 后 结果 。 而 Turing 机 对 原 
来 没有 注视 的 部 分 ， 既 不 删除 、 考 贝 ， 也 不 重新 排列 。 

其 次 , 再 来 分 析 一 下 Turing 机 作为 计算 模型 时 的 确定 性 , 而 
Post 系统 却 不 具有 这 种 确定 性 .当然 ，Post 规范 系统 本 来 就 不 是 
作为 计算 系统 ， 而 是 作为 证 明 系 统 来 设计 的 ， 故 不 确定 性 正 是 此 
种 功能 的 要 求 .现在 ,我 们 则 是 一 方面 要 利用 规范 系统 对 运算 对 象 
操作 的 一 般 性 (以 后 将 要 论述 这 是 最 一 般 的 ), 而 又 要 排除 它 的 不 
确定 性 ， 队 而 得 到 一 个 一 般 的 计算 系统 。 

Turing 机 的 确 定性 是 通过 要 转 去 的 状态 去 选择 下 一 条 要 执 
行 的 指令 。 另 方面 , 当 把 注视 格 中 符号 改写 后 , 即 左 移 一 格 或 右 移 
一 格 ， 而 去 寻找 下 一 个 操作 符号 当然， 选择 指令 时 ， 除 取决 于 
状态 ， 也 取决 于 该 新 的 操作 符号 ) .而 规范 系统 则 不 仅 没有 要 转 去 
的 状态 指示 ,也 无 明确 指出 如 何 去 选 择 下 一 条 推理 规则 ;仅仅 入 
诉 ,将 所 产生 的 最 后 结果 去 与 另外 的 推导 规则 的 左 部 相 匹 配 , 即 去 
分 般 最 后 结果 ,确定 吾 些 是 操作 符号 (或 操作 字 ) ,哪些 不 是 (而 仅 
仅 是 要 删除 或 要 考 贝 并 与 将 要 得 到 的 中 间 结 果 进 行 重新 排序 的 部 
分 )。 如 果 仿 照 Turing 宙 的 读 写 头 左 移 或 右 移 一 格 , 去 找 下 条 指令 
的 操作 符号 , 则 规范 系统 可 如 下 处 理 ;(1) 将 所 得 最 后 结果 中 的 车 
干 段 常数 不 去 注视 (相当 于 去 掉 若 干 读 写 头 ); (2) 增 加 注视 最 后 结 
果 中 若干 常数 的 左 邻 或 右 邻 符号 (相当 于 Turing 机 的 左 移 或 右 
移 ); (3 将 一 常数 分 成 二 个 常数 (相当 于 增加 读 写 头 }。 这 样 ,对 运 
算 对 象 的 处 理 就 作 好 了 。 还 可 类 似 Tering 机 增加 对 状态 的 处 理 ， 
则 规范 系统 也 就 成 了 一 类 似 Turing 机 的 确定 的 计算 系统 。 

经 上 述 对 Post 规范 系统 的 修改 ,得 到 了 MMCM. 


42 MMCM 定义 


先 明 确 一 些 记号 。 
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HA 是 任 给 定 的 符号 集 , 则 
(Ady = {aja E A` H lal SN}, 
HFN 为 图 定 的 自然 数 。 

1)MMCM 的 计算 装置 ;与 Turing 机 相 类 似 , 只 是 MMCM 不 
只 一 个 读 写 头 ,而 是 有 不 超过 某 一 固定 数 的 读 写 头 , 且 有 共同 的 状 
态 记忆 寄存 器 。 

2)MMCM 的 语言 .程序 : 

设 A 表示 符号 的 有 穷 集 , 且 对 之 2、 

AP = (ASP), 
且 称 AO ORIA n BAGRA aE n 级 字 集 。 

如 Turing 机 一 样 , 用 APH ACU BR n RIES MR HER 。 
EX} n R MMCM ,其 带子 的 每 个 格子 中 都 可 在 贮 4"" 的 一 个 符 
号 。 

现在 , 先 讨论 一 级 的 MMCM, 如 局 对 其 计算 装置 操作 。 

设 Q 一 {qi,-… ,qn}, 称 作 状 态 的 有 穷 集 ,其 作用 与 Turing 机 相 
ER V = fo. ,vw) , 称 作 变 元 符号 集 。 

一 级 MMCM 的 程序 是 一 映射 

PLEX Q—+E XQ, 
EPR 为 状态 的 有 穷 集 ,而 ESD ESD Yy H 
D=V UAY, D =V UP UAT yà», 
BH, AP =(deEA”) =h, Y wEV}, 
PORRE: SHER eE Eg EQ, P (esq) FAR AT HE e 中 
出 现 。 

3) 程 序 运行 :类 似 Turing 机 ,必须 首先 设 定 初始 状态 ,比如 说 
为 9 ,还 要 设 定 初始 字 ,比如 说 对 任 给 a€ 4 中, 必须 假定 «的 哪些 
符号 处 在 读 写 头 注视 之 下 .为 了 叙述 方便 , 设 有 

PO Cdd a) = bibb Wbibsbesg), CD 


并 设 开 始 时 ,给 定 字 


业 , 和 ,入 表 示 有 兰 个 读 写 头 ,分 别 注视 着 它们 ,那么 ,经 过 所 给 的 
程序 作用 ,得 到 字 
al 一 
如 果 还 有 
PY (a degoidersdigred srs g) = wg)» (2) 


则 叉 得 到 


依 此 类 推 ,直到 磁 到 最 后 状态 为 止 , 此 时 所 得 的 结果 字 即 称 作 该 
MMCM 对 所 给 开始 字 a 的 运行 结果 。 并 称 ,《1) 中 的 asas ,44 为 操 
作 符号 ,而 ,5,6s,b,6s do AREAS A MIRA: Be AS eR 
作 符 导 和 状态 gq 的 函数 ,当然 ,状态 9: 也 是 它们 的 函数 ,同样 ,C2) 
中 的 avasvaa, 姑 也 是 操作 符号 ,而 无 新 生 符号 ,但 状态 四 是 它们 的 
函数 ,事实 上 ,可 将 (1) 和 (2) 分 别 改 写 为 : 

pilazsassasg) = by 

palas 4542961) = by 


Plazas rasigq) = bs 


Palar 18s saggi) = Os 
prlazsass ds) = qa 
和 
Palaaraesar bsg) = Gs + 
ERRE pepon ,Ps 为 PV 的 分 解 函 数 。 
假设 任意 的 <n 级 MMCM 己 经 定义 好 了 ,现在 来 定义 xn 十 1 
级 MMCM。 
对 级 MMCM EE AY LFH ETARTE 
以 给 4" 外 增 一 个 特殊 符号 “* ”, 得 到 AP ARA BDAY AY a ao * 
x* a 表示 A" 上 字 的 4 元 组; 自然 ,这 时 的 MMCM 已 扩充 为 符 
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SR AMET. 

称 4er 上 的 函数 是 = -级 MMCM 可 讨 算 的 ,如 果 有 级 
MMCM, 且 对 任 给 的 该 函数 的 自 变 量 的 值 ,作为 该 4 级 MMCM 
的 开始 时 的 字 , 运 行 它 , 最 后 碰 到 最 后 状态 停机 时 ,所 得 的 结果 字 ， 
恰 为 该 函数 的 值 。 

那么 ,za 十 1 级 MMCM 的 定义 ,可 类 似 ”级 MMCM 的 ,只 是 
其 符号 集 当然 为 4, 且 该 ?十 1 级 MMCM 的 程序 POO? AME 
函数 均 为 2 级 MMCM 可 计算 函数 。 

另外 规定 SA MMCM 时 ,对 RA Ho 仅 一 个 符号 a, 
MIRA att OR RA Hv 为 " 空 字 ”, 则 结果 为 “ 空 字 ”, 相 
应 的 箭头 也 消失 。 

例 37 BE AP = {0,19 x h Q= (qgar gah» WARF E 
MMCM a 正好 计算 了 普通 的 十 进 制 加 法 函数 .其 程序 为 ,( 设 i,j， 
hh E {O19}) 


CD) Clo rg) bhi na),  iHj=hk, 
(2) hmsg)— thog), AO, 
(3) O kuglon), 
aha ee 
U) Cort j tveg Ch # kug),  i+Hj=hkk, 
+ 
(5) (jsp 一 (sse  i+j=hk, 
(6) (oi jorkvvesgz)——> Ghbekeg equ) it j-th, She, 
对 这 py 言 ,N=6。 
比如 ,要 求 125 十 2508, 则 上 述 x 的 运行 过 程 为 : 


D kt 
128 x 2508-52 131 x 2563, 5 十 8 一 13， 
m < 


id #2533, 2+1+0=03, 
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44 bo as E 
10 * 2533=—> 0x 2633, 1+0+5=06, 
wn ON Eoia EOS 
人 Yz "3 "L "2 "a 
+ + AESI 
bx e33 E5 b 4 2633, 0 十 2 一 02， 
4 v 2 x el 
bt 26335 2633。 
停止 运行 。 
例 38 ” 试 编制 计算 乘法 的 MMCM. GRID 
4.3 MMCM 和 其 他 理想 计算 机 


AW Turing 机 的 任 给 指令 
(CALATE ET AE 


”可 改写 为 


(orb vrq —> (Havra) + 

故 明显 地 有 : 

定理 20 WES Turing 机 , 均 可 构造 等 价 的 MMCML。 

现在 介绍 理想 计算 机 URM: 

(1) 计算 装置 :由 无 界 多 个 寄存 锅 RC7==1,2,3,…) 和 指令 计 
数 器 K 组成; 

(2) 语 言 :A 一 {1 自然数), 每 个 自然 数 可 存 贮 在 一 个 寄存 器 R 
中 ;所 以 ,R: 是 用 来 寄存 开始 时 输入 ,中间 计 算 结 果 和 最 后 计算 结 
RH. . 

URIM 的 指令 有 如 下 几 种 : 

Zoi R 寄存 器 内 容 清 为 0; 

5,: 将 R 寄存 器 内 容 加 1; 

T(R RR: 内 容 送 入 R 中; 

JERE j 条 指令 执行 ; 

[Rj]: 当 R 内 容 为 0 时 , 转 第 j 条 指令 执行 ,否则 , 攻 内 容 加 
1( 即 执行 下 条 指令 )。 
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《3) 程 序 及 运行 ， 

URIM 程序 了 为 一 指令 序列 Lf HO PER 
指令 的 位 置 。 

开始 时 ,天 RERS R 中 内 容 除 给 定 输入 x; 不 为 0 外 ,其 他 
均 为 0; 因 而 ,程序 总 是 从 第 0 条 指令 J, 开始 运行 。 

程序 运行 中 未 碰 到 转移 指令 时 , 即 顺 序 执行 ( 即 天 内 容 加 1》， 
否则 , 转 第 j 条 指令 CSS J, 时) 或 判定 RR 内容 决 定 转 不 转 第 j 
条 指令 ( 当 运 行 J,[Ri] 时 ) ,一 旦 转移 时 ,KK 的 内 容 即 改 为 j, 否则 
K ARMI. 

MK PNA Ih 时 , 即 告 停机 。 

那么 ,不 难 证 得 下 述 定 理 : 

定理 21 对 任 给 的 URIM BFF P, 均 可 构造 ?级 MMCM , 使 
二 者 的 功能 相同 


4.4 MMCM 的 一 般 性 


从 4. 3 已 可 看 出 ， 对 Turing 入， 对 Post WERA MER). 
对 URIM, 很 易 构 造 等 价 的 MMCM.。 事 实 上 ， 就 作者 所 知 的 计算 
模型 而 言 ， 在 某 种 意义 上 说 ， 都 是 MMCM 的 特例 。 

本 小 节 ， 我 们 来 分 析 一 下 MMCM 对 运算 对 象 的 操作 是 最 一 
般 的 。 

无 论 什 么 计算 , 总 要 有 计算 对 象 , 这些 对 象 即 构成 计算 域 , H 
一 般 而 言 , 这 对 象 所 构成 的 计算 域 是 无 穷 的 .一 方面 , 随 所 给 的 计 
算 对 象 « 之 不 同 , 其 长 度 是 无 界 的 , 另 方面 , 随 所 给 SIA, 所 
进行 的 计算 步 数 也 是 无 界 的 ,这 两 个 无 界 正 反映 了 计算 时 所 用 的 
空间 和 时 间 的 无 时 性 .这 正 说 明 计算 的 能 力 。 

但 是 , 计算 的 程序 表述 又 必须 有 穷 . 因 而 , EA < 到 的 一 步 
计算 中 , 必须 要 有 常数 S, 使 在 这 一 步 计算 中 , SLA CHS 个 子 
部 分 发 生 改 变 , 且 改变 部 分 的 长 度 又 必须 有 界 。 再 注意 到 , 在 每 步 
计算 中 ， 改 变 部 分 和 不 改变 部 分 必然 相间 ， 故 至 多 有 个 长 度 无 
界 的 子 部 分 不 发 生 改 变 。 在 MMCM 定义 中 操作 符 导 和 新 生 符 号 
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正 说 明 这 种 改变 的 部 分 ,而 变 元 正 说 明 这 种 不 改变 的 部 分 .读者 也 
可 能 意识 到 这 里 术语 的 有 趣 性 :在 一 步 计算 中 要 改变 的 是 常 符号 ， 
而 不 改变 的 却 是 变 元 所 代表 的 。 

BETER, MMCM 的 程序 PONELE, RLRE 
MER EX 均 有 穷 ， 为 什么 反 会 得 到 计算 无 穷 对 象 域 的 
MMCM 呢 ?这 里 的 关键 是 使 用 了 “ 变 元 的 代 人 人 ”, 而 计算 的 复杂 性 
又 是 由于 步 数 的 无 界 性 所 造成 ,在 另外 一 些 撒 述 “产生 ”的 计算 模 
型 中 , 尽管 没有 使 用 “ 变 元 代入 ”， 但 步 数 的 无 界 性 和 不 终止 性 刚 
起 了 关键 的 作用 。 


4.5 递归 集 、 递 归 可 枚 举 集 和 通用 MMCM 


就 可 计算 迎 论 〈 或 理想 计算 机 等 ) 的 总 体 的 实质 是 对 所 谓 的 
递归 集 .递归 可 枚 举 集 以 及 不 可 判定 的 集合 的 存在 性 证 明 . 这 些 结 
果 是 可 在 各 种 计算 模型 中 描述 和 证 明 的 .这 里 ， 主 要 是 以 MMCM 
为 工具 来 进行 。 

称 一 集合 BOA 为 递归 可 杭 举 集 ， 如 果 有 一 总 会 停机 的 
MMCM ez, 

B= (a | Hae A? {E x(a) =o}, 
ÀE, p (a) 表示 以 “作为 开始 字 ，P 对 它 运行 的 结果 ,。 空 集 也 规 
EAB THER (从 Post，1944) 。 

那么 ， 有 下 述 定理 22。 

定理 22 BRA: 

《1)4 包 递归 可 枚 举 ; 

(2){a* pla) aC A pe 为 总 停机 的 MMCM } 递 归 可 枚 举 。 

定理 23 A, BSA”, H A,B BARE. AUB 也 递归 
可 校 举 。 

证 明 由 4,B 递归 可 校 举 , 故 有 总 停机 的 MMCM yx,pw; 使 

A= {A| H aE AP fF (a) =a"), 
B= {al | H a E AM, fi py (a) = a}, 
不 妨 设 AP = {ay sary san} AEA SF E — A MMCM ps 其 对 
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任 一 开始 字 a 进行 判别 ， 

车 a=a{i 一 1,…,mw), 则 六 转 去 执行 mo 

E a= Ba, (BASES ©) WH a 改 为 8, 转 去 执行 ps 

E a= fa, (Pe), WF oH B, 转 去 执行 ju 

E a= fa;(PHe.141,2) WEED GT po. 

易 知 ,该 < 即 所 求 .证 毕 。 

为 证 递归 可 枚 举 集 对 “让 ” 运 算 也 封闭 , 则 没有 定理 23 那 么 简 
单 了 .为 达 此 目的 ,要 作 下 述 一 些 准备 工作 。 

定理 24 设 4 递 归 可 枚 举 , 则 可 构造 总 停机 的 p E AS {aje 
EAP, Aa CA” ,使 得 jy lax)==a1}, 其 中 ,a1E€ 4. 反之 , 亦 

证 明 AGIA ROE tE 

A= {d| apy) =a}, 

那么 ,构造 w, 使 对 任 给 的 ec* ww , 均 转 内, 运行 结果 为 wa em * 
AAN GE REA 和 构造 的 ), 此 时 ,不 再 停机 ,而 是 接着 比较 <“e” 
和 “p(w)”, 若 相同 , 则 结果 为 ao 否则 ,结果 为 ms; 然后, 即 停机 。 
易 知 ,这 pg 即 所 求 .反之 很 明显 .证 毕 。 

定理 25 设 4 全 一 (oem) AP = lay} ,而 编码 函数 了 1: 
AP —— AP BBA. By {alee Al IA BT Be aE SB, = 
{Cal jse 召 } 递 归 可 枚 举 。 

证 明 BANE AY BOE. Re MMCM pa tE By = (ala E 
APH a! EAP sum (a) =a), 
那么 ,构造 Am :使 对 任 a€ AP , TEPER RD Turing 机 ,pr ,得 
jn Ca), ASE mm ,得 到 me Car's (2)), 青 转 编码 Turing 机 
pr 1， 得 到 

Hr 1 Cte (er (8D), 
则 
Bp = id |d € APH a € AP HB us (a) 一 wj 

反之 ,显然 成 立 , 证 毕 。 


现在 研究 一 下 Cantor 配对 函数 了, 其 将 自然 教 的 序 偶 和 自然 
数 建立 了 1 一 1 对 应 的 关系 ,当然 ,实际 上 这 也 是 一 种 编码 函数 。 

比如 , 按 下 述 次 序 与 自然 数 建立 对 应 : 

第 0 组 (0,0) 

第 1 组 (0,1) ,C1,0),(1;1) 

第 2 组 (0,2),C2,0),(1,2),(2,1),(2,2) 

第 3 组 (0,3),C3,0),(1,3),(3,1),(2,3),(3,2),(3,3) 


即将 它们 按 由 上 而 下 、 由 左 至 右 的 次 序 与 自然 数 0,1,2,3,… 一 一 
相配 :那么 ,这 个 配对 函数 了 Cx,y), 即 满足 
J(0,0) = 0, 
JOD = 1,7,0) = 2,0.) = 3, 
J(0,2) = 450 (240) = 5,7 C112) 一 6。 
且 与 这 .Fr(z ,3?) 相 对 应 的 函数 天 , 工 ， 
Kiros) =z, 
EU.) =y, 
均 是 原始 递归 的 。 试 练习 写 出 它们 的 定义 式 。 
这 样 ,由 定理 9 和 20, 可 以 构造 相应 于 K 和 三 的 MMCM px 
A pa fH: 
z EOE CELE EEEH TL ee 
bef) | | U H WI li 


wf tt to TH i 1 e 


BA A BOA® , 均 递 归 可 枚 举 , 那 么 ,由 定理 24, 可 分 别 构造 
总 停 桃 的 wa 和 ma 使 
A= {al Hal E AP, pare’) =a), 
B= {al a € A? MB plane’) = a}; 
由 pas pee 和 px ,pu 构造 一 个 MMCM pana: 如 下 : 
-6z， 


pans 对 任 给 的 ax 作为 开始 字 动 作 ; 
车 Beara M) pna 先 执行 per SARA: 
ae x pP), 
然后 再 转 Ka， 结果 为 : 
ae fe ae p(B) < pCa px (AD), 
接着 又 转 mop RA: 
ae PHO H p(B) x pala pL PIY H on CB) x fea (a x HB) 

FI uala x pr (B= pple x p(B) =a, 

车 成 立 , 即 输出 为 at， 

否则 , 即 输出 为 as 

车 BAe a, SM Banal EA Azo 
那么 ， 

24 门 B 一 {a| 有 8B, 使 panela x P) =a) (x) 
故 ANB 也 为 递归 可 枚 举 集 。 

APC ) 的 正确 性 ,因为 Baa, 可 表示 任何 自然 数 , 故 
WK ALL, RER Bays say MAA EAR Ce (PDs per (BD) » BE 
A, REH a, 

使 Punkaxa) 一 ai( 即 aE4)， 

BA a2 fk pala x a) =a (BP aE BY, 

ESH Bs p(B) =a sp (Be E p ASHE unala x Pay» 
即 aE AN BGHE SERA HID. 

由 上 述 , 即 得 ; 

定理 26 MITRE "St. 

现在 讨论 配制 更 多 的 集合 , 称 作 递归 和 集 。 

称 集合 BOA? 为 递归 集 , 如 果 有 一 总 会 停机 的 MMCM Ps 
使 得 

B= {alal = ana E A” a, € A, H a, WE) 

从 定义 可 知 : 设 给 定 递 归 集 B, 则 对 任 给 和 的 a€ AM, af RETIE 
HEERA a&€ 8B。 因 为 这 可 通过 运行 k(ey, 其 在 有 穷 步 可 停机 ， 
看 其 结果 是 否 为 a1, 即 可 确定 是 否 有 aE B. 但 对 给 定 的 递归 可 要 
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举 集 8B, 却 不 一 定 能 判定 是 否 有 eC B.A 4 B 不 空 时 ,尽管 可 以 
不 断 地 运行 ， 
pla) pla) oplag) (Car 
其 中 ,各 <E42 (一 0,1,…)。 即 使 运行 了 相当 多 次 ,但 在 没有 得 
到 a 时 ,也 不 可 以 就 说 a&@B, 因 为 说 不 定 在 以 后 的 某 个 a 时 ,有 
ala) 二 a。 读者 不 难 理解 ,即使 按 定理 24 所 给 的 递归 可 枚 举 集 的 等 
价 定义 ,也 同样 不 能 判定 对 任 给 的 <, 是 否 有 a€B。 
但 有 下 述 定理 。 
定理 27 & BBA. BRAKE, 
证 明 从 递归 集 的 定义 , 知 空 集 # 递归 ,而 从 递归 可 枚 举 集 定 
文 , 知 外 也 递归 可 枚 举 . 故 不 妨 设 有 ae B, 那 么 ,由 定义 ， 
五 一 {alaE A? uD Saan EA”, H a E) 
构造 jy ,使 对 任 w E AP BF uD BA, 
当 p(w) =a, RRL! 输出 和 ， 
当 aCe’) ha, 时 ,就 让 pf 输出 ms 
ERA B= {ale€ A? ,有 REA”, K (P) =a) ik BRIAR, 
证 毕 。 
定理 28 ”递归 集 对 “U ”“ 门 >"“ 补 "运算 都 是 封闭 的 。 
证 明 易 证 , 略 。 
定理 29 BOA”, BPA, B 递归 当 且 仅 当 至 和 42 一 召 递归 
WBE» 
证 明 召 递归 ,由 定理 28 关于 递归 集 对 补 运 算 的 封闭 性 , 故 
4 一 B 也 递归 ,再 由 定理 27, 故 BB 和 A 中 一 BB 递归 可 枚 举 。 
反 过 来 ,由 B 和 A 一 B 递归 可 枚 举 , 故 有 二 个 MMCM 和 
ern tE 
B= {al 有 a plexed) =at 
AM — B= (a| A d plaža) =a}, 
当然 ,其 中 的 x € 4 中 ; 易 知 ,可 构造 相 应 于 eA 名 的 A pe E 
WHE «EA? ,有 
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Bi (ae Ta) = lax’), 
Bop ra AM la}, 
ER BA AP —B 可 分 别 为 

B= {a| Ag € la} lax’) =a}, 

AY — B= {al Aa € las" ws) =a], 
那么 ,由 于 BB 和 和 4H 一 8B 互补 , 故 对 任 给 a€ AORE CBRE 
eC 4A 一 B, 也 就 是 说 ,总 会 有 dE iay ,使 得 或 者 lax = 
a RE pe (a x a! ar, 

所 以 ,可 如 下 构造 p: 

对 任 给 a, 先 计算 mr (a * 时 ,再 计算 jw' (ax e) ,然后 判定 是 否 
APH a AWS a, NH a1, 停 机 ,车 后 者 为 a1 ,输出 a 
停机 ; 若 二 者 均 不 为 a), 则 再 计算 

tal as a 和 pr lata), 
同上 述 一 样 去 判定 ,去 动作 , 若 二 者 均 不 为 a,, 则 再 计算 

plax aà) 和 pe’ (a * aya,), 


依 此 类 推 。 

由 于 总 会 有 a Elat ,使 得 或 者 

wi taxed) =a, WE u (ura) =a, 
BLE x 总 会 停机 。 那 么 ,不 难 知 道 ,有 
B= {(alu(a) =a, a€ AP), 

因而 ,8 递归 .证 毕 。 

现在 来 研究 通用 MMCM 与 递归 不 可 解 性 。 

如 3. 4 通用 Turing 机 一 节 的 研究 ,可 建立 下 述 定理 。 

定理 30 可 构造 APU * } 上 的 通用 MMCM ,x, 其 他 为 一 个 
MMCM ,使 对 任 给 的 A 上 的 MMCM mi=1,2,3,……) ,对 任 给 
的 a€ A? HR 


As TAD wa) = wa), 
其 中 , 7 了 为 一 编码 函数 。 
有 兴趣 的 读者 可 去 构造 通用 的 RIIE e 单 其 指令 
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要 有 70 条 之 多 , 较 之 通用 Turing 机 复杂 多 了 。 
定理 31 “对 任 给 的 MMCM ,对 任 给 的 字 aCA” ,是 否 有 
太 (e) 停 机 ”, 这 是 递归 不 可 解 的 . 即 :没有 一 个 全 定义 的 ( 即 总 停机 
的 3 且 仅 取 0 或 1 为 值 的 MMCM yr ,使 得 ， 
we Tp < 的 一 1 当 且 仅 当 pr(a) 停 机 。 
证 明 ”由 定理 26, 易 构造 MMCM rz, 使 对 任 MMCM yee 
A® ME: 
Ce Ce xa) = pl Cp ka), (1) 
现在 用 反 证 法 来 证 该 定理 , 且 主 去 是 对 角 线 方法 的 运用 。 
设 该 定理 中 的 问题 可 解 ( 递 归 可 解 ), 即 :有 一 个 全 定义 的 且 仅 
取 0 或 1 为 值 的 MMCM jp, 使 得 ， 
Kx TAI a) 一 1 当 且 仅 当 po) 停 机 ， 
(再 由 定理 30) 当 且 仅 当 PC * rom x eo) 停机 .特别 地 ,有 : 
Cx Tp ea) = 1 AR p FA *a) 停 机 (2) 
《这 里 ,实际 上 已 假定 有 二 个 序列 ; 
21s Has fy (MMCM 的 序列 》 
和 
avast (输入 字 的 序列 )) 
那么 ,由 w 为 全 停机 且 仅 取 0 或 1 为 值 的 MMCM , 则 不 难 构造 
3—MMCM 心 ,使 ， 


vice CHA xa) = ene a # Cul +a) = l; (3) 
PFH, EIU CAR ge CD = 05 
故 在 MMCM 的 序列 中 , 必 有 一 全 MMCM 
Pea, (4) 


Ai, 
BOX Cpe) x* a FOL (2) 4 Ag Ce Cw <wm) 一 1， 
《由 (3)) KERA O Cua a) 不 停机 ， 
(HUD HHIH p(x ra ay) 不 停机 ， 
但 是 ,由 (1), 又 有 : 
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eC Tp =e) PPL, 4 BAR 
pl Ce «a,) 停机 ， 

这 与 上 述 结果 相 了 矛盾 。 

故 定理 31 证 毕 ， 

定理 31 的 结果 称 作 停机 问题 的 不 可 解 性 ， 严 格 地 说 ， 停 宙 问 
题 的 递归 不 可 解 性 .意思 即 , 不 存在 一 个 有 窃 描述 的 方法 , 使 能 判 
定 对 任 给 的 理想 计算 机 。 对 任 给 的 它 的 输入 ,该 理想 计算 机 对 该 
GALS. 

在 3. SEW TC SG) EMRE, 是 通过 它 的 值 随 
x HC. IE TRE HI WGE Ackermann 函数 非 原始 递 
归 人 性 一 样 , 但 到 底 其 与 已 有 的 递归 不 可 解 性 问题 有 何 关系 呢 ? 下 面 
所 引文 章 中 证 明了 : 马 的 不 可 计算 性 等 价 于 停机 问题 的 递归 不 可 
解 性 .请 参见 ，A Bound on the Shift Function in Terms of the 
Busy Beaver Function, by B, A; Julstrom, ACM SIGACT News, 
Vol. 23, No. 3, summer 1992, pp. 100—106. ` 


4.6 递归 可 枚 举 集 与 递归 不 可 解 性 


上 一 小 节 ， 递归 可 校 举 集 的 二 个 等 价 定义 都 是 从 全 停机 的 
MMCM 而 来 的 ,实际 上 ， 也 可 通过 非 全 停机 的 MMCM 来 定义 。 
在 3. 2 中 ,证 明了 任何 Turing 机 所 计算 的 函数 均 为 递归 函数 ， 


即 
PCa ott Ln) = Cex LOT, rr rl) M290) 
Tet Cay 9 ye CZ) 0 Cda (293) a 
当 a==1 时 ?, 即 
Pa) = Cpe | Or Ce 1,161), Ceh) — relr, z), 0, (2),, 
(2),)/=0]),, 


且 仅 用 了 一 次 y- 算 子 , 其 他 均 为 原始 递归 算 子 或 函数 ,那么 ,显然 


D 易 将 递 妇 集 ,递归 可 枚 举 集 推广 到 任意 # - 序 组 。 


有 : 
Hz 有 定义 5 亦 即 Turing 宙 停 机, 当 且 仅 当 
有 z=, 使 ， 

PAS ta 


[94T Cay L yD sd) 5 (20% — Tees (21905 C) (2)3)| 一 0， 
BS B= {z|yKx) 有 定义 }, 则 B8={z| 有 xz, 使 f(x,z) 一 0,f SE 
Mf BIA}. 

结合 递归 函数 .Turing 机 .MMCM 的 等 价 性 ,有 : 

定理 32 fE MMEM sA (全 停机 ,使 

fa] ea) EM CAMARA) = Cal A a! ,使 jCax a) a) a 
由 定理 24 B= {a|mka) 停 机 } 是 递归 可 枚 举 集 。 

反 过 来 也 有 : 

定理 33 ”和 任 给 递归 可 榴 举 集 B, 均 可 构造 MMCM ,使 B= 
{al yf (oO 停 机 }， 

证 明 ”由 定理 24, 可 设 B= fal BE pee ae 
停机 。 那 么 ,可 这 样 构造 & ,使 x Ca) = peo [uae ) 二 a1], 结 合 定 
理 29 的 证 明 , 知 这 样 的 x 是 可 以 构造 出 的 ,只 是 这 里 的 x 不 一 定 
总 会 停机 ,证 毕 。 

出 定理 32.33, 又 得 到 递 籽 可 枚 举 集 的 一 个 等 价 定义 , 即 吾 递 
归 可 枚 举 当 上 且 仅 当 有 MMCM u iË B= {el elo) EEL} CA R 
数 的 术语 讲 , 即 递归 可 枚 举 集 与 任 一 递归 函数 的 定义 域 相等 )。 

通过 MMCM 的 定义 域 ,当然 也 构成 一 个 递归 可 枚 举 集 。 那 
么 ,由 定理 条 , 立 得 : 

定理 34 ”有 递 与 可 校 举 而 非 递归 的 集合 。 

现在 简单 介绍 一 下 Hilbert 第 十 问题 。 

1900 年 ,Hilbert 在 世界 数学 家 大 会 上 向 廿 世纪 数学 家 挑战 ， 
提出 的 23 个 数学 问题 ,第 十 问题 是 说 :是 否 有 一 个 给 定 的 过 程 ,使 
对 任 给 的 Diophantine JEPE RRE KRIE Protea) = 
0), 在 有 限 步 运算 后 ,判定 其 有 无 整数 解 。 

经 过 无 数 数学 家 的 辛勤 工作 ,最 后 在 1970 年 由 苏联 的 年 轻 的 
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数学 家 (当时 ,他 还 是 学 生 )Y. Matijasevi 给 该 问题 以 否定 解答 。 
即 证 明 没有 一 个 给 定 的 满足 这 里 要 求 的 过 程 . 对 这 个 问题 作出 重 
要 贡献 的 ,还 有 M. Davis ,J, Robinson 和 H. Putnam 。 这 里 仅 简单 
介绍 一 下 解决 的 大 体 过 程 . 详 请 参阅 :“Hilbert's Tenth Problem, 
Diopahtine Equations :Positive Aspects of A Negative Solution”, 
by M. Davis. Y. Matijasevié and J. Robinson, in (Math. Devel- 
opments Arising From Hilbert Problems》,1976。( 这 是 美国 数学 
2197445 RRR ER. 

称 自然 数 TABS S= (sesa) | 有 y ya Ë 
CP Cris + szu yist Yn) = 01) X Diophantine 集 ( 简 称 D-H) ,其 
By Pct i) HSM, 

WWS = aA yx tË c= y(2e-+1)) (AE A EBD ,Ss 一 
{a | yrz a= Cyt D Cz 十 1)} CERO Se = (Cry) | A u E 
Zu 一 y} (zx 能 整除 y) SS= (2) |B vB tomy eye 
集合 , 均 为 DD - 集 。 

那么 ,如 果 8 递归 , 则 对 任 给 的 as an, MT MT PCo 
Anai t ym) 二 0 有 人 解 与 否 .因为 ,对 任 给 的 ai,…,a,, 可 计算 一 
下 ,看 (ci，…a) 是 否 属于 S, 若 属于 , 则 有 解 ;否则 ,就 无 解 。 

只 要 将 递 扫 梨 ,. 递 归 可 枚 举 集 通过 递归 画 数 这 一 计算 模型 措 
述 和 讨论 , 则 易 知 ,任何 D - 集 均 为 递归 可 枚 举 集 .而 反 过 来 ,是 否 
企 一 递归 可 枚 举 集 均 是 D - 集 呢 ? 这 便 是 1970 年 以 前 的 三 十 多 年 
里 所 孜孜 以 求 的 .因为 一 旦 这 个 结论 成 立 ,再 加 上 定理 34( 有 递归 
可 枚 举 而 非 递归 的 集合 ), 则 Hilbert 第 十 问题 的 否定 解答 使 已 经 
得 到 。 

M. Davis ,J. Robinson 和 H. Putnam 在 50 一 60 年 代 作 了 KE 
的 工作 ,他 们 已 和 将 这 一 结果 化 归 到 一 个 很 局 限 的 范围 内 .然而 , 始 
终 未 能 最 后 解决 .正如 前 边 说 ,在 这 些 工 作 的 基础 之 上 ， 
Y- Matijasevi 完成 了 这 一 有 决定 意义 的 一 步 。 

由 这 时 可见, 证 明 递归 不 可 解 的 男 一 条 途径 是 向 已 知 的 递归 
不 可 解 问题 化 归 ( 而 定理 27 证 明 停机 问题 不 可 解 , 则 是 通过 对 角 线 
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方法 走 接 得 到 的 )。 这 种 相互 化 归 的 研究 便 引 到 递归 木 可 解 度 的 研 
究 ( 即 到 底 不 可 解 的 程度 如 何 》。 

经 这 二 小 节 的 讨论 ,可 如 图 2-2 表 示 所 得 结果 .首先 ,这 里 所 讨 
论 的 均 为 可 数 集 . 最 内 一 圈 表 示 递 归 集 ;而 两 个 圈 之 间 的 为 递归 可 
枚 举 但 不 递归 的 集合 ,其 中 任 一 集合 的 补 集 均 在 外 图 和 方 栏 之 间 。 


图 2-2 


4-7 一 教 可 分 简 记 作 US》 的 MMCM 


A, 研究 MMCHM 的 子 类 ， 即 所 谓 的 一 致 可 分 的 MMCM. 
首先 给 出 这 种 MMCM 的 定义 ,并 证 明 :如 果 用 一 进 制 表示 计算 函 
数 , 则 该 种 MMCM 能 计算 任意 的 递归 函数 ;如 果 用 多 进 制 表示 计 
算 函 数 ， 则 该 种 MMCM 至 少 可 计算 所 有 的 原始 递归 函数 .其 次 ， 
简单 介绍 一 下 对 更 特殊 的 该 种 MMCM 的 运行 过 程 的 并 行 模拟 。 

称 一 个 MMCM 4 是 US 的 ， 如 果 它 还 满足 下 述 限制 的 话 。 设 

E = vår intr EE, gEQ, : 
Peg) = e) ECR ERQ, 
则 各 限制 为 : 
CD) MRE RRR FE m Al (和 各 具体 的 a, EK 
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(2) g TR RAF one At gs 

O VUV SEES, 哪个 在 里 出 现 以 及 在 2 中 的 具体 位 和 
也 只 依赖 于 加 和 gs 

WO 加 中 符号 在 e 中 出 现 的 位 置 (仅仅 是 位 置 ,这 与 (3) 有 
差别 ) 也 只 依赖 于 mm M g: 

(3) AVARES, MAE RHR, E a os an Ma 
决定 (这 一 条 正 是 由 于 有 《3)、(4) 的 差别 ， 才 有 ) 。 

该 定义 中 的 限制 就 是 说 : REPOM ARR PR qA m ET 
(和 。 中 的 其 他 均 无 关 ; RM e 的 长 度 相关 )， 则 因 变 量 中 的 gr、e 
的 长 度 , VUV PRSE e 中 的 出 现 博 况 ORSA ERER 
出 现 ) .入 中 符号 在 中 出 现 的 位 置 就 完全 确定 了 ;而 AVARAN 
号 ,哪个 在 e' 中 出 现 , 则 除 取 决 于 za 和 9 外 , 还 取决 于 自 变 量 e 中 
的 ci， e, amo 

Turing 机 并 不 是 一 个 US MMCM。 因 为 尽管 它 满足 定义 中 的 
《1)， 但 不 满足 (2) 一 (5)。 

例 33 USMMCM, HA®= {al}; 


+ + 
:Vi (a 7) 

+ + 
Bas Oy * sqi) ——> Caw * sgr); 


ta ‘ . 
Pas CU, k Oy FU, A Gr) Ca Got = ny 


不 难看 到 ,如 果 假 定 US MMCM 计算 过 程 开始 时 总 为 arma A 


atl 
+ + + 
arna, #omarna, * s qg), 输出 总 为 《a1…ay ag, MER US 
=H pes] Bs 


MMCM 计算 了 函数 了 Cas es 2.) =y BBA, 上 述 例 38 中 的 和 ， 
心 ， 上 分 别 计算 了 “ 零 ” 函 数 、 后 继 函 数 和 射影 本 数 。 
定理 35 RH gi Care s tad te Ba (Ts Inde 
AG ea A US MMEM 计算 , 则 
Í Erst Tn) = hg Cry 9 En) rtr En Ly En) ) 


也 可 由 US MMCM 计算 。 
证 明 首先 ,介绍 一 下 计算 f(x,-…,z,) 的 过 程 ,而 后 再 给 出 
计算 它 的 US MMCM z, 


对 所 给 的 输入 信 
+ + 4 
首先 复制 R EIE mG 用 ,这 样 , 便 得 到 


继而 ,对 右边 的 < ,模拟 gai RTH OB 
+ 


awa daiwa, 


B p Hl EAEN 


最 后 ,模拟 计算 ACn 2) BR. 
现在 列 出 计算 fle, yz) 的 US MMCM u: 
+ 4 4 + t + v 
CG, HUn * sq) KUn EU E TU E qD A fe 
二 -一 一 一 一 一 一 一 
的 指令 ; 
(2) 设 计算 gite dA US MMCM 上 ,其 若 有 指令 ， 
Cesga) — (E deeds 
则 pp 就 有 相应 的 指令 ; 
(x, $ etw, teg > (oh x UN, ee 1)» 
其 中 ,Ni 一 (一 站 十 G 一 1D)ms 
Cw, * "ON, kus gv to, euy, š QA 2 的 指 
SEH HL. N 同 (2) 中 的 )。 
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那么 ,该 ree BET CLA E ARE n a TEE BE 
(2) 中 的 指令 ， 


+ + + + + n 
(Ui Dom Dom 


i i 
Gy * Uae ŽE gu) > 
FARERI 上 的 动作 ,而 最 后 得 到 : 


+ + 
Cy id ® 


sy 


接着 使 用 (3) 中 的 指令 ， 


+ + M M 
Coy E Uan ŽU 49h) > CUV “vazon * TD 
t + 4 


;以 后 ,又 开始 使 用 C2) 


中 指令 模拟 p_,,… 直 至 最 后 得 到 
© aya ken ara Sas 


2+1 Blayney) HI 
CER ACn +s cE} US MMCM pr 有 指令 
Cesga) > Cel sgo) s 


则 yx 有 相应 的 指令 
(esa) > Ce sqi); 
HZ HERE EBC) ~ (3 所 运行 得 到 的 结果 ， 使 用 


C da te area a2 > (e sgu)» 
L L 
AORE a 1 


即 开始 模拟 per 的 动作 ,直至 最 后 得 到 
二 
《 ara, * 98)， 


停止 动作 。 

定理 35 证 毕 。 

定理 36 类 似 Turing 机 模拟 原始 递归 算 子 ,可 用 US 
MMCM 模 拟 原始 递归 算 子 。 


3 


证 明 设 flert): 
FO, aor sted = ECE Tn) 
[ru 十 Tyran se) = ACF rete) 
下 Ta 

那么 ,计算 了 的 US MMCM py, 其 指令 为 : 

(CD Cds vider vnn gs 

Co 

(2) 设 g 可 用 US MMCM ps 计算 , 若 其 有 指令 
(esq)? Cel suds 
TW eA IS 

Cordyurdg unde Qh) > Caidavrds ond ve! qL); 

其 中 ,六 一 ax 十 3; 

C) Cod yg godt qh > (t mda uwin g) 
其 中 ,N 一 x 十 4 

(4) Chimki og) D vs ntin eg)i 

(5) Crkveno save g)> Condavaah ved ea Atuda Uara 
0 a 

CO) Cd ywe tt sd) Cys aq); 

(7) aA THUS MMCM jm 计算 , 若 其 有 指令 

(e.g) > Ce squ)» 


则 “有 棚 应 的 指令 
ove sg > (vdd unine g) 

其 中 ,N 一 na 十 3。 

有 兴趣 的 读者 可 以 说 明 其 运行 过 程 ,正好 满足 所 求 。 

类 似 地 有 : . 

定理 37 AU Turing 机 模拟 -ATH US MMCM 模拟 
“BF. 

证 明 OR fe) = pt (oe (2,2) =0) BA. 4K Sa) US 
MMCM mr 其 指令 为 
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1) Cbs) > Grids vd $ gD 
(2) 设计 算 g(r.) US MMCM pe 对 其 任何 指令 
Cesga) Cel duds 
上 有 相应 的 指令 
Cidde gi) 一 (kvd sgh) 

(3) Cd wdds gO dad sg) 

UD Cidyerdarq > vreg) 

对 于 多 进 制 表示 计算 函数 ,US MMCM 可 计算 原始 递归 函数 
及 全 定义 的 递归 函数 有 兴趣 的 读者 请 参阅 陈 奇 的 硕士 毕业 论文 
“一 致 可 分 MMCM 的 能 力 分 析 ”, 这 里 不 再 多 作 介 绍 .作者 认为 ， 
对 一 致 可 分 的 MMCM 的 性 质 尚 有 有 待 更 进一步 的 研究 。 

从 上 述 关于 US MMCM 的 定义 中 ,所 谓 的 “一 致 性 "是 可 以 
体会 出 来 的 ,而 所 谓 的 “可 分 性 ” 则 很 难 体 会 了 .事实 上 , 胡 国 定 在 
其 研究 论文 “Parallel Computation Simulating Seguential Compu- 
tation” 中 是 “动态 地 ”给 出 US 的 定义 的 .从 那里 的 定义 ,一 致 性 与 
可 分 性 都 是 十 分 明白 的 .这 里 就 作 以 简单 介绍 。 

对 任 给 的 MMCM x, 对 任 给 的 输入 字 

e = apra, dn a G4 Ams 
称 a.,，… ,a 为 操作 符号 出 现 , 即 要 对 这 种 操作 符号 施行 pz 的 一 步 
运行 ,而 e 中 其 他 的 符号 出 现 , 如 air ayant iy aig 
sam 均 为 非 操 作 符号 出 现 ,对 它们 (除了 作为 一 个 整体 , 即 对 变 元 
Dy oes vnt1 代 入 ) 则 仅仅 是 改换 位 置 ,并 无 进行 什么 运算 ,从 < 
施行 一 步 运行 后 ,得 到 ， ， 
d = alea, adj Gali 41an 

其 中 的 符 叶 出 现 也 分 成 二 种 : 一 种 是 在 e 中 出 现 过 的 , 即 或 者 是 < 
中 操作 字符 出 现 ， 而 在 一 步 运行 中 并 未 被 改变 ， 或 者 是 在 某 变 元 
代入 时 一 起 被 保留 下 来 ， 这 种 符号 出 现 均 称 作 保留 符号 出 现 ; 另 
一 种 则 正 相 反 ,其 是 e 中 原来 所 没有 出 现 过 的 ,经 这 一 步 运 行 而 新 
得 到 的 ， 故 称 作 新 生 符号 出 现 。 


“75+ 


这 样 ,新 生 符号 出 现 各 保留 符号 出 现 可 分 成 两 部 分 分 别 得 到 。 
但 县, 这 两 种 出 现 的 位 置 变 化 , 实际 上 也 是 一 种 操作 。 所 以 只 有 上 
述 的 可 分 性 还 不 能 得 到 统一 的 结果 ,这 便 要 求 : 对 任 给 的 长 度 相 同 
的 输入 字 e， 经 上 -~ 步 运行 后 所 得 的 结果 ， 必 须 长 度 相 同 ， 新 生 符 
号 出 现 的 位 置 也 相同 ， 且 下 一 步 运 行 时 的 操作 符号 出 现 的 位 置 也 
相同 。 这 便 是 所 请 的 一 数 性 。 

从 这 种 一 致 性 和 可 分 性 , 对 任 给 的 长 度 为 n 的 字 , u 对 它 运行 
时 ,所 使 用 的 指令 和 次 序 完全 是 相同 的 ， 且 在 运行 中 所 保留 符号 
出 现 的 位 置 也 相同 , 新生 的 符号 出 现 位 置 也 相同 ,这样 , 便 可 统一 
进行 研究 , 将 那些 能 分 开 得 到 的 结果 , 尽早 分 别 并 行 地 得 到 . 胡 国 
定 在 他 的 文章 中 就 是 把 这 种 并 行 性 均 找 出 来 , 即 所 谓 的 并 行 模拟 。 

然而 ， 要 实现 并 行 模拟 。 必 须 还 要 有 相应 的 并 行 语言 ， 用 它 
来 描述 这 种 模拟 过 程 .为 此 , 作者 在 文章 “Petri 网 一 类 语言 ”中 ， 
则 完全 相应 于 MMCM, 利用 Petri 网 的 天 生 的 并 行 描述 性 质 ， 定 
义 了 三 个 并 行 语言 . 赵 杰 在 他 的 硕士 毕业 论文 “Simulating Uni- 
form Separable Computation with Petri Net-like Languages” 中 用 
Petri 网 语言 RL 实 现 了 胡 国 定 所 给 的 并 行 模拟 过 程 , 周 志 东 的 硬 
土 论文 不 仅 改进 了 赵 杰 的 结果 ,而 且 在 PC 机 上 用 C -语言 建立 了 
两 个 系统 ， 一 个 是 解释 执行 Pl 的 系统 ， 一 个 是 用 PHIL US 
MMCM 并 行 过 程 的 系统 .从 而 , 可 在 微机 上 表演 这 种 模拟 过 程 的 
运行 。 

不 过 ,问题 出 现在 胡 国 定 所 给 的 这 种 并 行 模拟 不 是 模拟 程序 ， 
而 是 一 个 程序 运行 过 程 ， 故 在 赵 和 周 的 文章 中 用 PI 所 实现 的 过 
程 并 无 重复 执行 任何 一 条 指令 〈 或 通俗 、 直 观点 说 ， 所 有 的 运行 
都 是 不 “回头 ”的 》。 因 而 ， 即 使 是 很 简单 的 US MMCM x (比如 
说 是 “乘法 ”)， 即 使 对 长 度 很 小 (比如 说 是 4) 的 输入 ， 所 编写 
的 20 程序 也 是 十 分 之 大 (大 约 是 顺序 的 100 步 ), 以 致 无 法 在 PC 
机 上 进行 表演 .还 有 一 个 问题 就 是 有 个 “长 度 *” 的 限制 ,使 得 至 、 
少 从 理论 上 讲 就 不 够 完美 了 (当然 , RA “KE na” 的 限制 时 , 可 
能 无 法 实现 并 行 或 尽量 并 行 的 模拟 。 这 也 有 待 证 明 》。 
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由 此 ， 一 个 自然 的 想法 是 如 何 将 上 述 模拟 过 程 改 成 一 个 模拟 
程序 (这 应 不 难 作 到 , 特别 是 有 了 US MMCM 的 静态 定义 之 后 )， 
另 一 个 想法 是 ， 上述 “长 度 n” 能 否 去 掉 , 如 何 去 掩 或 者 证 明 不 能 
去 掉 。 要 将 后 一 想法 变 成 现实 ， 可 能 首先 要 作 的 是 对 US MMCM 
的 性 质 进 行 更 深入 的 研究 ,在 某 种 意义 上 说 ，US MMCM Æ Post 
RRETARA AREE, R, X Post 系统 的 子 系 统 还 甚 缺乏 研 
究 ,而 这 种 研究 对 不 少 领域 都 是 有 重要 意义 的 。 


第 三 章 EPERERA 


正如 引言 中 所 说 ,数理 逻辑 最 早 可 筷 溯 到 1?7 世 纪 的 Leibniz. 
但 真正 能 称 得 起 命 感 还 辑 的 ， 是 于 19 世纪 中 期 出 现 了 Boole 的 结 
果 , 而 基本 上 能 够 描述 数学 的 逻辑 , 则 直到 1879 年 的 Frege 的 谓词 
抽 辑 《或 一 阶 肥 辑 )»， 才 算 开 始 建立 起 来 .此 后 ， 特 别 是 20 世 纪 初 
的 第 三 次 数学 危机 , 使 谓词 逻辑 发 展 得 更 为 完善 .1929 年 ，Tarski 
给 逻辑 作 了 语义 解释 ,1930 年 Göde 证 明了 这 种 馆 辑 的 完全 性 .但 
就 在 第 二 年 ,G6del 指出 了 这 种 逻辑 描述 能 力 的 不 足 , 这 就 是 著名 
的 Godel 不 完全 性 定理 。 

本 章 ， 先 以 群 为 例子 ， 介绍 谓词 如 辑 的 语法 、 语 义 和 推 理 规 
则 。 然 后 , SHRM APR, 并 证 明 完全 性 定理 等 有 关 结 
果 ， 同 时 介绍 Godel 不 完全 性 定理 ， 引 入 二 阶 逐 辑 和 Q 逻辑 .再 
后 , 引入 有 穷 性 逻辑 和 有 穿 性 数学 ,并 证 明 相关 的 结果 ,为 更 清楚 
地 介绍 一 般 逐 辑 和 一 般 数学 ,本 章 最 后 着 重 介绍 无 穷 命题 演算 , 且 
为 了 与 有 穷 的 相对 照 ， 还 介绍 了 有 穷 命 题 演算 。 


第 一 节 FORA 


RES, 正如 其 英 译名 “mathematical logic” 所 表示 的 , 是 
用 数学 的 方法 来 研究 数学 中 的 逻辑 。 本 节 ，, 就 是 以 群 为 例子 , 来 看 
一 下 数理 逐 辑 是 用 怎么 样 的 方法 ， 又 是 如 何 研究 群 中 定理 间 的 收 
辑 的 。 


L1 咯 的 定义 和 一 个 定理 


下 面 是 群 的 定义 和 左 单位 元 存在 定理 的 证 明 , 分 左右 两 栏 ， 
左边 为 代数 电 的 氢 述 , 右 栏 则 为 稍 符号 化 了 的 叙述 。 
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H GHEX: 
不 空 集 G 对 代数 
运算 一 一 乘法 .作成 
一 个 群 ,如 果 满 足 : 
1.G 对 乘法 封闭 ; 
1. 乘法 满足 结合 律 ， 
即 :对 任 a,58,cEG， 
asec) = (arb) +e; 
1. 对 任 a,58EG, 方 程 
arz=b E G PAR. 
HR ya=b E GPE 
有 解 ， 
群 的 一 个 定理 
定理 ,G 里 至 少 存在 一 
个 称 作 左 单位 元 的 
<+ 使 对 任 a& G， 


A "a =a. 


(对 应 的 符号 化 描述 ) 
0. 《Er)GCz)， 


1. Vrs y{G e Gly) > (Ez) 
[GR zy 一 z])， 
2. Yr, yz (Gr) Cy R&G) 
Srt lyrz)=lrry)tz}, 
3a. Vr, y {Gir G) 
EOG & x-x=y]}; 
3b. Yr, yG) k Gy) > 
(Ez)[LG (2)8 z-r=y]}. 
《相应 的 符号 化 叙述 ) 
Th. (Ew {Gu 
Va(Gi2)>urx=z], 


证 明 SC ARS, 
“WRT bE, 
由 下 ,方程 


yb=b 有 解 
MEG pA etë 

erb=b, 
现 证 ,对 G 中 任 a, 有 

era=a, 


HEIER bsa, 


YEGE) a) 
e PIRK bG) (2) 
H (3b) . 78 GOR Gb) > (Ez) 

[G28 z-b=6] (3) 
(2), GOR Gl) LCS) 


由 (3),(4) 得 (Bz)[LG(z) 区 = 光一 5 (5D 


-RA e tE Giek e-b=6 6) 
现 证 ,该 e, 使 

Yrz[G(z)=>err=7] (25) 
这 只 要 , 任 给 一 2,G(a) C7) 
则 有 ea=a (aay 


brr=a 有 解 ， Ha), A GORGE) 


[Gab bez =a] (8) 
Hi(2), (7). GOB. Gla) (9) 
邑 可 设 有 C ,使 施 由 (8),(9) 得 (Ex)[Glz)8 6*z 一 a] 
C10) 
brc=a A c fE GOR brc=a Qu) 
由 1 ,有 对 上 述 eic* 由 (为 ,得 
G (OR GBR Glo) Se (Bre) 
= (erb) +c a2) 
er (bred = (leth) ec, H C6), (21), A 
Ge GB Ge) (15) 
Bi (15), (12), 48 er (b+) = (e*bdee C16) 
故 e-a 一 ev (bee) 由 (11》,(16》, 有 era=(erb) vc (18) 
一 (e-6)vc 由 (6),(18), 有 ea 一 bc (20) 
一 vc 由 (11),(20), 有 
=a, eara (22) 


证 毕 。 证 毕 。 

现在 ,对 上 述 右 栏 的 符号 化 进一步 完全 用 符号 叙述 , 即 不 仅 对 
公理 ,定理 的 叙述 符号 化 ,再 对 定理 证 明 中 所 用 的 逻辑 推理 规则 给 
于 符号 表示 。 

群 的 公理 他 

G NG, 

GW Gy (GC) AGO) > Gz GG) Ary=z2], 

G (Wr) Wy) We LGC) AGG) AGGz) ze Gyre) = (ary) 

sz] 

Go ADO IG AGW) (ENG) Arte =y)], 

Go Wr) Wy [6G A Gly) > Gz) (G@) Azer=y)], 

群 G 的 左 单位 元 存在 定理 : 

GE Fe) 16 Ge) A We) (Gla) ee c=) 1], 其 中 ,“- ”表示 
《外 G) "FY HES Go [vere D 


= 90+ 


E O HER Gwe) (GWA We (Gwr = r) NB 


了 下 述 一 些 推理 规则 ; 
CE) Aver Ant AGS on); (属于 规则 ) 
(r) EPEA,AALA, 
WEEE As (传递 规则 ) 
(A4) AVBLAABS 《 合 取 引 入 规则 ) 
(A ) ANBE ALB; ( 合 取消 去 规则 ) 
(一 +) HI AR BW PE A+B; (蕴涵 引入 规则 》 
(一 -) A,A>BH B; CALERA AULD 
(34) AE (Ar) AG) (存在 引入 规则 》 
a D RAGE BAB Pa WH, 
MDA B; (存在 消去 规则 》 
(Y+》 若 PF4(a), 且 忆 中 无 < 出 现 ， 
则 TH (YA) ACr); 《全 称 引 入 规则 》 
(Yo) YDA Ala); (全 称 消去 规则 } 
I.) Ala) ya=bt Ab); (等 词 消去 规则 ) 
此 外 ,再 增加 两 条 上 述 推导 中 没 用 到 的 规则 : 
U4) Fa 一 ai (等 词 引 入 规则 》 
(WP, TAAL BB, 
UPL A; 《 反 证 法 规则 ) 
上 述 13 条 推理 规则 中 , 除 本 , 八 是 数学 公式 的 有 穷 序 列 外 ,而 
其 他 如 A,B, Ala), Yr) Alr), Gr) Alr) A =l, n)a =b, 


4(0) 等 都 是 一 个 个 的 数学 公式 。 其 他 一 些 更 细微 的 地 方 下 节 再 详 
细 , 严 格 地 定义 。 另 外 ,这 些 公式 和 公式 序列 都 是 斌 指 的 ,如 4, 即 
表示 任意 一 个 公式 , 卫 则 表示 任意 一 个 公式 序列 。 这 就 是 所 谓 的 元 
语言 记号 ,这 下 面 再 介绍 。 

可 以 这 样 说 ,各 推理 规则 实际 上 是 定义 了 数学 公式 序列 和 数 
学 公式 间 的 一 个 二 元 关系 ; 且 有 些 规 则 是 直接 告诉 怎样 的 序列 和 
怎样 的 公式 间 有 这 种 二 元 的 推导 关系 ,而 有 些 规则 则 是 间接 告诉 
的 ,如 (E ) 当 然 是 直接 告诉 的 ;而 (中 则 是 间接 告诉 的 , 即 如 果 已 知 
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BU AGERE ET ôs TE 6 ORS TAM 3, 
eoin) BECAR A AMAA ee ARG -) ,其 自然 
是 间接 告诉 的 , 且 还 有 个 附加 条 件 “8 中 无 a 出 现 ”。 

应 该 说 ,这 些 规则 , 像 Turing 机 的 一 条 指令 一 样 ,是 非常 简单 
的 , 且 更 重要 的 是 有 个 明确 的 特点 :完全 从 形式 上 能 立即 可 判定 规 
则 的 成 立 与 否 。 

现在 ,把 上 述 定理 的 证 明 过 程 完 全 按 上 述 推理 规则 一 步 步 列 
下 , 且 所 标 出 的 步 导 ,与 前 述 符号 化 的 叙述 相 一 致 。 


(ORC 
GD AnG) KED 
(2) Gib) 《直至 推导 出 (29)? 
(3) GB) AGO) > Ge OI A (GE, IRD) 
(4) GAG) C2) CAD 
5) (E) (G2) A z+b=b) (43,08), (>) 
(6) Gle) Nerb=b 《直至 推导 出 (28)) 
(7) Gla) 《直至 推导 出 (23)》 
(8) Gb) AGla)- Cz (Gz) A bz =a) 
(AS, RCD 
(C9) GAG) KTD CAD 
ao ENGE) Abtz=a) (9),(8) >) 
an Gle) Abre=a (直至 推导 出 (22)) 
a2) Gle AG) AG Ce) (b-c) = (eth) oc 
(Gp = KY) 
(13) Ge) EXCA- 
(14) Ge) COD) C A>) 
(15) Ge) AGH AGC) 
€C13) (29,04), DRC AG?) 
c16) er(bec)=(erbdec (C15),(12), C>) 
an brc=a (DCA 


(18) era= (erb)e ((16},(17),_)) 
- 82s 


(19) erb=b (€6),CA_)) 
(20) era=b"e €(18),.¢19) (07)) 
(21) besa CCID CA 2)) 
(22) era—a (C203 021),7-)) 
(23) era=a ((11) (22), (10), G -D 
(24) G@)>era=a (C7), C23) (49) 
(25> (Yr) (Gr) werr=2) ((24) W499 
《26》 Ge) CCE), CAD) 
(27) Gle) A Wal CG lr derr =a) 

(O, (A 1)) 
(28) Cw) (60a) AW) (Gir) >wr=r)] 


(27E) 


«299 Che (Gwe) A rG wr= 7 


(C6), (28), (59,9) 


(30) Ge) (G6 Gw) A (Vr) (G(T) wr =z) 


((2),€29),1).CJ_)). 


BABS AA WABI” SL CBRE EE Bt 561 ~ 65D. 


1.2 语言 和 推理 规则 


从 上 一 小 节 的 群 的 例子 可 见 , 数 理 氨 辑 所 用 的 数学 方法 ,就 是 
用 以 描述 数学 的 语言 ,以 及 从 数学 定理 证 明 中 所 提炼 出 的 推理 规 
则 .这 两 者 , 恰 与 理想 计算 机 语言 中 的 两 部 分 内 容 ( 描 述 运算 对 象 
和 对 计算 装置 进行 操作 的 指令 ?相对 应 着 。 

推理 规则 已 如 上 小 节 介绍 ,有 关 它 们 的 更 进一步 讨论 在 下 


小 节 中 进行 .这 里 仅 对 语言 如 以 讨论 。 


个 体 词 :a,5,c,d,e 等 ,或 加 下 标 ; (其 表示 群 的 任 一 给 定 的 元 


KH) 


变 元 :z,?,z*w 等 ,或 加 下 标 ; (其 表示 群 的 任意 元 素 的 ) 


谓词, 一 元 谓词 C, 二 元 谓词 一 !( 它 人 
RSM HRY 


站 分 别 表 示 群 的 所 有 元 素 


函数 词 :二 元 运算 '; (表示 群 的 乘法 运算 》 

逻辑 连接 词 : A《 合 取 ) ,一 ( 草 涵 ) ,一 ( 非 ),Y( 全 称 量词 ),3( 存 
在 量词 )* 

SAEs: CE ARID. 

以 上 六 类 符号 即 为 该 语言 的 符号 。 现 在 介绍 如 何 用 符号 来 构 
造 更 大 的 语言 单元 的 。 

项 :个 体 词 , 变 元 都 是 项 ; 且 车 是 项 ,ts 也 是 项 , 则 (a*t) 是 
项 ; 

合式 公式 : 
(1) 是 无 变 元 出 现 的 项 , 则 GG) 是 合式 公式 ;hh BRE 
元 的 项 , 则 一 ,是 合式 公式 ; 

(2D FF ,Fs 均 是 合式 公式 , 则 (Fi 人 人 FF) ,CF 一 Fs) ,CFi) 均 是 
合式 公式 :FCa) 是 合式 公式 , 且 a 是 在 其 中 出 现 的 个 体 词 , 则 (VYz) 
F(z), Ar) FH RGRAGA A P PORE ORR PIA 
a 的 出 现 均 代入 为 zx 的 出 现 得 到 。 

由 上 述 ,不 难 知道 ,前 面 所 出 现 的 数学 公式 均 为 合式 公式 。 比 
如 ,在 证 明 的 第 25 步 出 现 的 公式 (Yr) (Gar) ee r= BERRA 
起, 其 形成 过 程 为 :G(a]， 

(era) =a, 

(Gla) (e*a) =a), 

(Va) G(r) (er)=7), 

所 不 同 的 只 是 辅助 符号 可 能 有 所 省 略 。 

最 后 说 一 名 ,上 述 这 种 对 语言 的 描述 都 是 所 谓 的 元 语言 描述 ， 
因为 这 是 在 介绍 另外 一 种 语言 ,请 读者 注意 这 一 点 。 
1.3 ”数理 逻辑 和 数学 

上 一 小 节 介 绍 语言 的 同时 ,已 将 它们 的 涵义 均 作 了 交待 .实际 
上 ,也 可 不 给 出 这 种 洱 义 ,而 所 定义 的 完全 是 一 种 形式 符号 或 形式 
符号 的 有 穷 序列 , 故 有 时 也 称 作 形式 语言 。 但 总 得 将 它们 和 数学 建 
立 联系 :以便 表 述 数学 中 的 元 素 、 公 式 和 其 他 概念 等 等 .这 才能 称 
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作 是 “研究 数学 的 内 容 ”。 

这 里 , 仅 对 I. 1 中 的 推理 规则 再 作 一 研究 .因为 这 些 规则 要 能 
反映 数学 定理 证 明 的 推理 , 故 自 然 要 有 两 个 问题 必须 解决 : 即 推理 
的 正确 性 (或 称 可 党 性 ) 和 完全 性 ,前 者 是 指 ,这 些 规则 不 能 太 强 ， 
不 能 将 错误 的 东西 也 推出 来 ;后 者 则 是 指 , 这 些 规划 的 能 力也 不 能 
太 弱 ,使 在 数学 中 能 推理 得 出 的 东西 ,而 这 里 却 得 不 到 。 

首 完 ,上 述 规 则 的 正确 性 比较 明显 , 花 仅 解释 一 下 (3 OM 
€a LER G PAW (3z)4Cz) 的 正确 性 并 不 难 理解 ,4(a) 
表示 “个 体 a 有 4 性质, 或 a 属于 集合 4”, 那 自然 可 得 到 “有 >, 使 
PAA AEM a -) 是 说 ,如 果 已 经 有 

T.,A) B,H B 中 无 a HA, 
那 就 是 说 ,B 或 者 从 厂 得 到 ,或 者 从 厂 和 Aca) 得 到 ;若是 前 者 , 自 
READ, GNAN B: EEA HAEA B PR a 出 现 ”， 
即 是 说 ,B Al AOPE EH AH REA MRE z, 满 
FEA ERED TER 8; 而 这 就 是 

P,GrAG@)rF B, 

因而 ,可 见 (3 - ?的 正确 性 。 
其 次 ,关于 完全 性 问题 , 则 是 个 不 简单 的 问题 了 .因为 究竟 是 
否 将 数学 定理 证 明 中 的 推理 均 给 予 了 刻画 ,这 需要 作 更 深入 的 探 
讨 ,事实 上 ,从 Frege 建立 谓词 逻辑 ,一 直到 1929 年 ,都 无 从 谈 起 如 
何 才 算 完全 了 .只 有 当 Tarski 给 作 了 全 面 的 语义 解释 后 , 才 给 完 
”全 性 建立 了 一 个 合适 的 标准 ,而 Godel 在 第 二 年 即 完成 了 完全 性 
定理 的 证 明 . 这 是 Godel 的 博士 论文 中 所 给 出 的 。 下 一 节 , 即 会 介 
绍 这 一 非常 重要 而 深刻 的 结果 。 


第 二 节 -neH 


本 节拍 要 、 全 面 地 介绍 一 阶 逻 辑 。 这 包括 三 方面 内 容 : 即 一 阶 
逻辑 语言 ,一 阶 逻 辑 语言 的 语义 、 及 一 阶 逻 辑 的 礁 导 系统 。 并 将 证 
明 这 推导 系统 是 正确 的 、 完 全 的 ,然后 还 指出 一 阶 逻辑 语言 的 不 足 
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之 处 。 
21 一 阶 语言 


一 个 非 空 的 符号 集合 称 作 至 多 可 数 的 ,如 果 它 有 穷 或 者 可 数 。 
那么 易 证 

定理 1 设 符号 集 MEZ MTE b, OBER: 

(a) M 至 多 可 数 ; 

(b) 有 一 个 满 射 a:N 一 MM, 其 中 ,N 一 {0,1,2.…}; 

(c) 有 内 射 8;M>N,N 同上 。 

该 定理 的 证 明 留 作 练 习 。 

定理 la 车 4 至 多 可 数 , 则 4* 一 {ala 为 4 中 符号 的 有 穷 
串 } 可 数 。.( 留 作 练习 ) 

一 阶 语 言 的 符号 集合 

As=AUS, 
其 中 ,4 称 作 有 逻辑 符号 集 ,S 称 作 非 远 辑 符号 集 ,4 包括 下 述 (a)、 
《hb),(e),(d) 四 类 符号 ,8 包括 下 述 (e) ,(f)、(g) 三 类 符号 。 

(a) BCH vv eet 

(b) 逻辑 连接 词 :一 ,A,V ,一 ,一 ,了 Y( 分 别称 作 非 、 合 了 到、 析 
取 、 剖 涵 、 等 值 .存在 量词 ,全称 量 词 ); 

O 等 词 符号 (二 元 ) =; 

Cd) 辅助 符号 ;:(,)( 左 、 右 括 弧 ); 

O 谓词 符号 :对 x 之 1, 有 元 放 词 集合 (可 为 空 集 ); 

(D 函数 词 符号 :对 l A n BRRR SRA OTARA); 

《g) 个 体 词 集 合 。 

常用 P,Q,R 或 如 下 标 表示 谓词 符号 ,用 fog hk RATER 
示 函 数 词 符号 ,用 abcde 或 加 下 标 表示 个 体 词 符号 ,用 zyy， 
zow RUT REM ECA. 

BLE AVA As 中 的 符号 构造 更 大 的 语言 成 分 。 

s -项 集 是 A 的 子 集 Te, 由 下 述 几 条 构造 | 

(Ty) 变 元 符号 是 S -项 ; 


(T2) 个体 词 符号 是 3 -项 ; 
CT.) Ë tonsini E SH, f thn TOR RAS, 
feoty te Fé S -项 。 
5 -公式 集 是 4s HYR L, H FELRE: 
CF) 若 二 (i 一 0,1) 是 无 变 元 符号 出 现 的 S -项 ,; 则 4 二 # 是 5S- 
公式 ; 
PD 若 声 G 一 0,1, on- DERRETE S HRH S-A, H R 
是 二 -元 谓词 符号 , 则 Riot t FE S -公式 ; 
《FF:》 若 久久 是 3 AX Mg. Garg), AVA (are. 
arm S-AR; 
CF 若 oat S-AR, AME a 在 wa) 中 出 现 , 变 元 z 
不 在 paH A, vrgle) Jre) S-AR. 
特别 称 由 (CF1) 和 (F,) 攀 造 的 5 -公式 为 原子 公式 ,一 阶 语言 
即 指 5 -公式 集合 L. 
PM 设 S={a,b,P,Q,f,g}, 则 
ViolPa— Qut), 
CP fagh > Joa, = vy A vo v00)), 
VuWu,¥u,(Qav, A Pr) 
HÆS -公式 , (注意 :P,g 是 一 元 的 ,而 Q 是 二 元 的 ) 
在 后 面 讨论 中 ,如 不 是 特 指 某 非 逻辑 符号 集 5 时 , 常 省 掉 5 - 
WS -公式 中 的 “5 -”, 而 直接 称 为 项 .公式 。 
上 述 (7 光一 (T,) 是 由 简单 的 项 构造 复杂 的 项 ,而 反 过 来 , 当 
由 复杂 的 项 往 构成 它 的 简单 的 项 分 解 时 ,会 否 得 到 不 同 的 分 解 .或 
者 说 ,同一 个 复杂 的 项 ,会 否 由 两 种 不 同 的 构造 方式 获得 ,下 述 引 
理 和 定理 说 明 不 会 出 现 这 种 情况 。 
引 理 2 ”对 任何 的 项 : 和 # ,不 会 有 其 他 的 非 空 字 #E A ,使 
d=! ,也 即 : 不 会 是 2 的 真 字 首 。 
证 明 ” 施 归 纳 于 项 :的 构造 (71) 一 (7,) ,证 明 : 不 是 任何 项 
的 真 字 首 ,反之 亦 然 .只 要 完成 这 样 的 证 明 , 则 引 理 2 证 毕 . 如 下 : 
ti 一 z: 设 纪 是 任意 的 项 , 则 显然 有 ,z 不 是 xz 的 真 字 首 (除非 
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C= A i REIT) AL ABAF e A oe th AT 
能 是 # 的 真 字 首 。 

t=a: 类 似 t 一 的 证 明 。 

t= forty aa EX toston ITE to! st。 En ee 
FRR Ba APKC n1): Bi RE A, A 
At 和 也 互 不 为 真 字 首 ;因为 ,否则 光 必 以 此 了 为 字 首 , 即 可 设 
Bs fel ty ot AEE CR eel, RSE E f 
at AME MH Ato t afte tt al BE SR 

teti = tet aks 

那么 ,或 者 tm 为 上 的 真 字 首 ,或 者 如 为 的 真 字 首 , 而 这 均 与 归纳 
ATE WA ASE to to! ,消去 和 to' + 

fehi = loth Ls 
类 伏地 , 消去 所 和 是 tel to! ot -1 和 1.1, 最 后 得 人 一 5, 这 与 
FEAR SY FAAS SA TES AR a ee A 
纳 毕 , 引 理 证 毕 。 

定理 3 A test yt vote! ts: 均 是 项 ,县 

Egreet, 1 = hc maa 四 
RA n=m, H i= <n). 

证 明 由 引 理 2 立 得 。 

由 定理 3: 任 给 项 *, 其 构造 过 程 是 唯一 确定 的 。 

类 似 地 ,可 陈述 有 关公 式 唯一 分 解 定 理 , 试 列 出 并 证 明之 ( 留 
FEI). 

Hy EE — SEE BS ARAR, RART) — (7) BRC) — 
(CFs)， 对 它们 作 了 某 种 定义 *, 则 该 种 定义 即 是 合理 的 , 即 对 任 一 给 
定 的 项 或 公式 ,有 唯一 的 该 种 定义 。 比 如 ,对 项 , 若 对 变 元 符号 ,对 
Pa SIM TAA BR BO ty BET E. 
对 feo-t, TUR T SAS RE RF Ta. 


22 一 阶 逻 辑 语言 的 语义 
在 2. 1 中 ,所 定义 的 项 .公式 均 为 符号 的 有 穿 串 , 尚 未 给 其 赋予 


+ BB 


任何 的 涵义 .本 节 , 则 是 要 给 这 些 形式 对 象 , 感 予 涵义 , 即 为 论 域 中 
的 对 象 , 论 域 上 的 关系 或 命题 。 

S -结构 是 一 个 一 元 组 

A = (Aa), 

其 中 ,4 REER RIEA HER a 是 5 上 的 映射 ,其 将 谓词 符 
号 RBA A EWR a(R) BRIS /映射 为 4 EA 
Boa A), HERE AREE X oO ido 映射 为 4 中 的 元 
K ala) HA R Poo RBE RDA Rf a 记 之 。 且 
(Ro fig ra) SEH A AICI N= ARS OOS, 

例 2 在 研究 群 时 ,所 给 的 S 为 

Se = {G0G}, 

那么 ,Se 结构 A= (4.4.6) ,其 中 .4 为 群 的 元 素 集 ,这 样 ,就 将 
谓词 符号 ,个体 词 符号 ,函数 词 符号 与 数学 中 的 关系 .函数 、 论 域 中 
元 素 分 别 建立 了 对 应 。 

为 了 将 形式 对 象 5S -公式 和 数学 中 的 命题 建立 对 应 关系 ,还 
要 给 出 在 $ -结构 % 中 的 赋值 ,S -解释 及 可 满足 关系 的 定义 等 。 

称 映射 8: {v, nE NIA 为 $ -结构 处 中 的 赋值 , 即 从 蛮 元 
符号 集合 到 论 域 4 的 映射 。 

SRP I= OLB) S -解释 ,其 将 任何 5 -项 都 解释 为 4 中 
的 元 素 , 即 

TOREA r Iapa); 

(TLS MAES a Slad=a* (R a); 

CTs) Rt BREE 7, 对 任 给 的 5S AIF tor ste a133 Sia 
be =D Go) FA)» 

对 S -赋值 8,S PE OE AT RR e ES. 

称 解 释 S 是 公式 9 的 模型 ,或 称 Y ME ( 即 在 解释 信之 下 p - 
成 立 ), 记 帮 SF 如 下 归纳 定义 之 ， 

(hy) Eom SAY BEI Se); 

CF!) IER HHRH R OG) FW); 

(3 ) IETA 当 且 仅 当 RAS; 


EnA SARH Ska Shea: 
EiaVve) HERS Jan Ies 
Flare) 当 且 仅 当 MRSEa, 
MA See: 
Iar HEARS WR IEA, 
则 有 See. WA 
mR IER, 
MA IEA: 


EOI HANS 对 所 有 aE A tHo); 


JF HHRH acA EIGE) 
Cy), 工时 ， 
SS $= AL2 Some Lo y= VP 

KRR IBARRE © HD IL SO. WHE peo, 
均 有 Ipe 

称 公式 9 是 公式 集合 更 的 后 承 ,( 记 作 Pp MATE 
EIEH SES. WA Ip 

例 3 ”对 第 一 节 所 给 的 群 的 例子 ,重新 写 一 下 其 公理 ;此 时 
S={+} 


en 22 22 


Gy = Yu Yng oC Vov = v), 
Ge = Wu vv. Vo VV =t VVT)» 
G; = YuYu vC vov, = 1), 
Gi = Yu v4 vle vv) = 1); 
而 左 单位 元 存在 定理 为 公式 
Gs = Jay ut Vou = v1)o 
那么 ,从 群 论 的 知识 ,知道 : 
GEG, HG = {G GGG}; 


(BE 
GE Yue C+ vou, = vite) > 
也 无 GE Woon von = Wit) e 
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由 之 可 见 HARE P AR ps 可 能 下 述 二 者 均 不 成 立 : 
Pee ALPEN p 
HAR p BRI p MRA SES, 
称 公式 9 可 满足 ,如 果 ?9 有 模型 全 的话; 记 作 Sap RARA 
多 可 满足 ,如 果 有 一 模型 仿 , 对 任 peo. INA SEG ict Sat e, 
定理 4 WEAR OMAR DF: 
SFP 当 目 仅 当 没有 Sat(BU fg))。 
证 明 Hp SHERE MEARS, eR EO. 
SF 
当 旦 仅 当 没有 解释 全 .使 OES. HRA See 
SARS 没有 解释 全 ,使 SHEU LI 多; 
当 且 仅 当 没有 Saup). 
例 4 等 价 关系 可 如 下 刻画 :S= {R})， 
VvpRvytos Y vY v (Ropu, — Rov)» 
VYoo¥u Yu (CRo A Roo) > Rov) a 
设 这 三 个 公式 的 集合 记 为 多 , 则 有 
p P =Y v v u.(Ruw, A Rouz) > 
Vv, Ruve Rt) )。 


WS HS- SMA 
I= A, DE = v= 
当 且 仅 当 4 至 少 有 二 个 元 素 ; 类 似 地 ,有 BA 
I= ADER pn SAY AR<n 个 元 素 ; 
而 I= A, MR pA Got SAMY AWE n THR: 
而 I= A, Hbo, co {Pan |n >2 nE N) SHAA A 
有 无穷 多 元 素 。 
例 6 全 序 可 用 下 述 公式 刻画 :5S 二 {<})， 


Yvon vo < vos 
Baid Y vY YVC <o A Oy <L Dr) vo < Ta)» 

Vivo vy Ce <o V vp =U V v <o); 
-gl 


那么 ,SS 一 (时 ,PD 于 Ba MARY ASA DREF. 
PAT 除 弧 立 点 外 的 全 序 可 刻画 为 :5 一 {<} 
Wo vo < vos 
Vue Wu; vo Cv) Avy E m) my my)» 
Vo v (CA va < v V v <w) A du, <u, 
Vou, <0) oo V tv Viv, <vp))s 
BZ I= A, HE ua HR AE C4,<2) 为 除 孤 立 点 外 均 
全 序 的 结构 。 
AS 自然数 的 算术 可 由 下 述 公式 刻画 :S={ 十 ,*,0,1)， 
Nuvo +1=0, 
Vou, 1 二 二 l v0), 
VX(CXO A Vu (Kv — Xv 1)) > Vode)» 
Pas Y vv, + 0 vos 
VoWv + @, + D S= ws ton) tl, 
Yv +0 =0, 
Yu vvo + Co, + D = w 0) +v; 
注意 ,上 述 第 三 个 公式 是 二 阶 的 ,因为 有 谓词 变 元 “XX”。 试 说 明 满 
EP HG 3= (并 .有 ,其 论 域 4 只 可 能 是 入 (或 与 N 相同 构 ) 。 
如 完全 用 一 阶 公式 写 上 述 公式 , 则 第 三 个 公式 就 要 变 成 可 数 条 公 
式 , 即 :对 任何 有 一 个 个 体 词 a 在 其 中 出 现 的 公式 ze ,有 公式 
Fo A Yus Fu > Fu, + 1) > YuFus, 
这 种 公式 显然 有 可 数 个 。 试 说 明 : 这 可 数 个 公式 也 抵 不 上 第 三 个 公 
式 的 刻 划 能 力 ( 即 满足 第 三 个 公式 的 结构 一 定 满足 这 可 数 个 公式 ， 
反之 , 却 不 一 定 )。 事 实 上 ,也 正 是 由 此 , 才 产 生 了 Godel 不 完全 性 
定理 。 


23 一 阶 逻 辑 的 推理 系统 


一 阶 逻辑 推理 系统 ,包括 2.1 中 所 定义 的 一 阶 语言 LD ee 
要 的 是 还 包括 推 建 规则 和 形式 证 明 。 本 节 , 还 要 引入 有 关 “Y ”和 
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“一 ”的 四 条 推理 规则 ,并 进一步 重 述 1. 1 中 有 关 育 词 的 推理 规则 。 
所 谓 形 式 证 明 是 由 公式 序列 T 和 公式 AGH 1, sn) 所 组 成 的 序 
对 构成 的 有 穷 序列 
TAD Ta, As) Pasa) 

BRETH A 根据 直接 洁 诉 的 椎 理 规 则 ,具有 形式 推导 关系 ( 记 
作 D AD ,而 对 任何 1<i<&n, 或 者 是 根据 直接 告诉 的 推理 规则 ， 
T M A 具有 形式 推导 关系 ( 记 作 TH AD REBAR <i 
Len Ci 根据 间接 告诉 的 推理 规则 ,从 天 上 A D 4 得 到 
T.A A 具有 形式 推导 关系 ( 记 作 ri 4z)。 此 时 , 特 称 该 形式 证 
BA} A. ESE. PRR ERS fE D ALT A, 
D 4,。 并 称 # 为 该 形式 证 明 的 长 度 , 且 对 其 中 的 每 个 形式 推导 
美 系 荆 王 和 4G 二 1,….n), 称 三 为 和 4 的 形式 前 提 , 而 4 为 所 的 形 
式 结论 。 

HEL. LE SP A AY HE CE ED CALA CD, 
(+). ERR BER. ASA: 


(V) AF AVB; BIL-AYB; COTESIA) 
(V_.) #ALC.A BEC. AVBELC; ( 析 取 消去 } 
t=) T, ,AL B, AT, BLAM PL ASB; (等 值 引入 ) 
(=) A,ABEB, B,ABEL A; 《等 值 消 去 ) 


并 进一步 重 述 1. 1 中 介绍 过 的 有 关 量 词 和 等 词 的 六 条 规则 ,只 是 将 
那里 的 个 体 词 < 必 可 能 要 改 成 项 ,如 下 : 
G4 ADR 3z4(z)， 上 为 项 ,而 4(Cz) 为 将 AO pR 


换 成 + 而 得 ， (存在 引入 》 
G SAG B.A BPH a HH MAAC B; 
《存在 消去 ) 
Wi SPE Aa), AO PRe GMP eae); 
《全 称 引入 ) 
(Y_-) VAD AG), t 为 无 变 元 的 项 ; (全 称 消 去 
A tats t RAE, (等 词 引入 ) 


U- AG) =e AG), ta AG RH AG) P 
* 93+ 


JEH it Ba: 


〈 等 词 消 去 ) 


现在 举 一 简 例 说 明 如 何 应 用 推理 规则 ,得 到 一 系列 形式 推导 
关系 ,从 而 构成 一 个 形式 证 明 , 芳 进一步 说 明 其 相应 的 冬 形 证 明 是 


如 何 得 到 的 。 

fio 试 应 用 各 规则 判定 有 形式 梭 导 ; 

A>(B>C),A> BE A>C, 

分 如 下 19 步 : 

(D A*(B+C) A> BAK AO BC) 

(2) A-*(B+C),A~B, AF A~B 

(3) A*(B+C),A-*B, ALA 

(4) 4->(B->C) Ab BOC 

(5) A> (BC) ,A>B, AE BC 

(6) A*B, ALB 

(1) A*(B+C),A-*B AK B 

(8) BC, BEC 

(9) A> (BC), AB, ARC 

(10) A-*(B+C), A >B AC 


(€) 
(E) 
(€) 
(>) 


DD TD 


> 


(23(3)(6) (r) 


(~>) 


《53(72(8)(z7 


(9>) 


这 从 (1) 一 (10), 每 个 均 为 形式 推导 ,不 过 有 的 是 直接 根据 (&)， 
《一 -) 判 定 的 ,而 有 的 则 是 根据 (r),( 一 :) 从 前 边 已 有 的 形式 推导 
判定 的 。 最 后 判定 的 则 正 是 所 要 的 形式 推导 。 所 以 可 以 说 ,这 个 过 
程 是 判定 A>(B>C),A>B H A>C 的 形式 证 明 。 在 不 致 混 滑 


时 , 常 将 上 述 的 “形式 ”的 省 略 掉 。 


对 上 述 例 9 所 给 的 形式 证 明 , 可 以 一 种 更 简单 明了 的 斜 形 证 明 
表示 之 ,为 表明 相应 关系 , 斜 形 证 明 的 步 导 与 上 述 的 相 一 致 .如 下 : 


GD A> (CBC) 《原来 的 第 一 个 前 提 》 
(2) A+B (原来 的 第 二 个 前 提 》 
(3) A (新 加 一 个 前 提 ) 
(4) BC DOD) 
(6) B (BQH) 


(8) Cc 
ae 


(6) (4) (>) 


ao 


A>C C3)(8) (4) 


TUER. SUE UE SS BT A ERE ack BY. EEE, (BD 


是 利用 了 (4 


>“《6) 根 据 ( 一 - ) 而 得 , (6)、《4) 的 公式 均 在 (8) 的 上 


方 ;而 (6) 是 利用 了 (3)、(2) 根 据 (-> .) 得 到 , (3) 在 (6) 的 上 方 , (2) 
在 (6) 的 左上 方 ;(10) 尽 管 是 从 (3) 的 公式 4 所 得 (8) 的 公式 C 而 
来 ,但 其 并 未 使 用 (3) 作 为 前 提 , 这 点 儿 要 特别 注意 .另外 , 斜 形 证 
明 较 推导 序列 给 出 的 步 数 要 少 , 且 可 以 看 出 ,省 撞 了 (zy 规则 的 运 
JB ACE ) 规 则 的 运用 也 省 掉 了 (实际 上 是 换 成 了 给 出 前 提 )。 所 以 
能 这 样 作 , 主 要 是 ; 几 处 在 某 一 公式 上 方 和 左上 上方 的 公式 均 可 作为 
这 公式 的 前 提 使 用 ,而 处 在 下 方 和 右 下 方 的 公式 又 都 是 其 上 方 和 
左上 方 的 结论 ,不 用 使 用 CE ) 和 《人 r) ,自然 而 然 是 可 以 作为 前 提 使 
用 ,或 作为 结论 而 导出 。 

例 10 一 33 ” 试 给 出 下 述 推 导 的 证 明 。 

Doaa ( 称 作 同一 律 ); 

DU AP B 一 A( 肯 定 后 件 律 , 而 (€ ) 也 可 称 作 肯 定 前 件 律 ); 

[12] A 一 B,B>CH- A>C ABER); 

【131 4 一 (B 一 0 ,4 一 BH- A>C ADRS A) ; GRE, A> 
(BO) (AB) AC)) i 

Li} Ab 4 一 B( 否 定 前 件 律 ); 

(15) mA r, AHB, mB, N PO ACRE): 

(18) A 一 8 一 一 8 一 一 A( 换 位 律 ); 

CUD AABHBAA( 合 取 交 换 律 ); 

08 AAB ACHAA (BAC)( 合 取 结 合 律 ); 


LOE) La 
| 20) To 
【213 一 


“AA TAICEA BE): 
AV 4( 排 中 律 》; 
<AABPTIAY IIB, TAVBHIAAANTB 


《 德 : 产 尔 根 律 》 
{22] A> BHT AV B; 
(23) Am BL ABBA; 


(24) Yr 


Wy Coy HY Ved Cary) 
+95 + 


£25] ey Alz) HIYA A ys 

£26] FWA GWE Vydr Atay): 

[27] WeAG@) HAS Ate); 

[28] Al) Har AC); 

[29] ¥x( A(z) BG) WrAC@OF YrB Ca); 

[30] A> Wr B(x) V2 [A> B(x) ] 2 RE A PHA; 
【3113xA(x) 一 BHYz[A(z)->Bj,z HE B PHA, 
E32) VAG) AYrB(z) HYrLACz) AB]; 

£33] [A (o) A BC] AC) AIrBCr)。 

例 34” 试 给 出 推导 

4A z=) Har (AG) A YAO y=7)) 的 形式 


EMER USAC 
证 明 。 
下 面 ,以 斜 形 证 明 给 出 之 ， 
QL) dyWxt(A@)or=y), 
@ Ye (A(z) =b) b PE AC) PH 


(3) A)b=6 (2) -) 
(4) b= t) 
©) A) (3) (4) Ce _) 
6) A) ,a 不同 于 65, 上 且 不 在 A(x) 中 出 现 

(7) A@)oa=b C2)C¥-) 
《8) a=b (EAK) 
(9) Ala)-a=b (8) Cm) 
AD YA eb) OW) 
(11) ACS) A WyCACy) y=b) AONA +) 
a2) Ar(A(z) A Vy CA yz)) ang). 
(13) JelA lr) A Wy CAC) y=r)) DaDa _) 


BA yV Alr ory JelA lr) A Wy Ay) yr)); 
(1) JrtA lr) A Wyl AQ y=r)) 
(2) Ala) AWy(AG) ya) sa 不 在 4(z) 中 出 现 
96。 


@ Ah) b PE AWO PEM, H bAa 


4) A(b)>b=a (2C AY) 
(5) =a Da) 
(6) 6=a 

(DP Ata) (2)(A~) 
(8) Ab) €6)(7)_) 
(9) Alb)eb=a (3)€59€6) (8) (4) 
(10) YrlAlr)er=a) CO) 
aD 3r¥r(A(a)ea=y) aoa 
(12) Py Yr (A (rz) apa) 


WA Ay Vat A (2) a= y) HAC(AG) A Vy( Ay) y=)? 2 
读者 会 注意 到 ,在 2.2 中 讨论 后 承 关 系 时 , 蚌 说 公式 集合 下 和 
一 个 公式 @ 的 关系 , 即 Goa MEAS PTE RES RA M 
是 说 的 公式 的 有 穷 序 列 荆 和 一 个 公式 AKA SEL wT 
论 公式 集合 多 和 一 个 公式 Pp 闻 的 形式 推导 关系 .有 如 下 两 种 廊 
法 


(1) 直 接 给 出 定义 : 称 公式 集合 8 和 公式 p 满 足 形式 推导 关 

R MRE TOS, {E ri p lebt, ict oe 

(2) 修改 形式 推理 规则 ,使 成 为 公式 集合 BF 和 公式 9 之 间 的 
规则 ,比如 将 CE ) 改 为 : 

[= 
ROA: 

Ce] MRE A A eM OE os 而 将 (一 -) 改 为 

[~-] 如 果 AABE OLB, 将 (一 +) 改 为 ， 

C+.) ME GUAM BLE OE A> Bi BO): 

[m] ME SUT AIE By. TB UE 4 其 他 各 条 均 类 似 地 
修改 .那么 有 : 

多 9 当 且 仅 当 有 攻守 6B,BH p. 
由 此 可 见 , 这 两 种 改 法 是 等 价 的 .只 不 过 第 (1) 种 改 法 是 将 不 能 行 
的 过 程 椎 到 “后 来 ”而 第 62) 种 改 法 , 则 在 “一 开始 * 即 意味 着 不 能 “ 
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行 了 。 
所 以 从 此 后 , 即 可 讨论 瑟 F- 这 样 的 形式 推导 了 。 


2.4 形式 推导 的 正确 性 和 协调 性 


BAS Pe 是 正确 的 (或 可 靠 的 ), 如 果 有 Rg. 

首先 ,对 推理 规则 中 的 任何 “- ” 均 改 为 六” 则 每 条 规则 均 
是 成 立 的 .这 里 , 举 几 例证 明之 : 

CE) As AERA, GH Len) ;显然 成 立 ; 

rE A, HAEA, WTA: 
HRA=A,.++, A, IZ AAD DEA, TEA RH 
XÍ T REIRA 3, BIG AG 1+) RATA A aR 
也 为 4 的 模型 ,证 毕 ; 
CF PAM EFA l), t 为 项 ,而 A) A AG) PIER z 
成 了 而 得 : 
H AGH ER IB YE AG). WR SO 二 a€ 4 那么 ,解释 


SNE 4&Cz) 的 模型 (…S 人 将 z 赋值 为 4, 而 其 他 均 间 入, 故 在 


3 
3 SF AC RY BYE SF. AG) Min, HEM, 
SF-3z4(z)。 
G OF A@ES, H BAe HR, WAITAHA: 
BE IAIA (x), LIE SE BM SE AeA Ce) HIRE MOA 


bEA, #3 也 三 ACz) , 那 自然 也 及 A), 


a 
Ah AWE Bi 3 LHB A Po HRS. Lot B 
BERAR BIT SF-B:; 证 毕 。 

其 他 各 条 规则 均 有 奖 似 情况 ,读者 试 补 证 之 。 
定理 4 ESA p Or 均 是 正确 的 。 
证 明 由 直接 定义 ,可 设 有 PC, 使 三 名 那么 , 必 有 了 
的 一 个 形式 证 明 
~ Dik Aies a Ave TST, A= p, 


故 施 纳 于 长 度 vB A SE EE A E WHE. SHE PE A, i 
Pp, 

称 瑟 是 协调 的 ,如 果 没 有 公式 ,使 

te Het agp 

定理 5 若 @ 可 满足 , 则 多 协调 。 

证 明 PREMA IED E D TRNA p tE S p 
ae h hE, VES Ege BE MELAS WHA 

SF e.7¢ 
这 是 不 可 能 的 , 故 证 毕 。 

事实 上 ,由 定理 5 也 可 证 得 定理 4a, 即 二 考 是 相等 价 的 。 留 作 练 
3. 

HOE op 4AM 4A SAR) DoD, E D 9 BM BE 
的 定义 , 立 得 : 

定理 6 多 协调 当 且 仅 当 对 任意 甸 ,( 有 究 ) ,Bo 时,86 协 调 。 

ERT 对 每 个 nEN, 设 5, 是 符号 集 , 且 有 SoCS1CSsC*…， 
T D, 是 S。- 公 式 集 ,@; 均 相 对 于 S. 协调 ( 即 没有 S. -公式 ,使 
H 9 一 PBB, CO, CB S= US P= YP, MAD Hh 
调 ( 自 然 是 相对 于 SD. 

证 明 设 亚 相 对 于 S 不 协调 , 则 由 定理 6 必 有 有 穷 集 VCO, 
fev RENH. va RRA eK OS, AM, 也 不 协 
调 , 不 妨 设 © | aa maa A. DABS MSE. Hie 
Sa, asa, A ES Ey BH BA PRA 
有 穷 多 个 符 导 , 帮 其 中 所 出 现 的 公式 均 户 于 某 LW ,不 妨 设 mek, 
那么 ,两 个 推导 的 证 明 均 是 L" 作 为 语言 的 形式 证 明 , 因 此 D 相 
对 于 Sn 不 协调 .再 由 OOo, S, 相对 于 5 也 不 协调 ,这 与 假 
BONA BE BE 


25 不 含量 词 公式 的 合 取 ( 析 取 ) 范 式 和 含量 词 公式 的 前 束 范式 
称 一 个 公式 为 合 取 ( 煌 取 ) 范 式 , 如果 其 中 不 含量 词 , 且 其 形 
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如 ; 

(An V Ai VV Aim, ) A (An V An VV Am) 
Awe A An Ve V Am D RR, EP APRS RTR REE 

一 ”( 上 述 式 中 A” 与 “VY ”相交 换 , 余 不 变 )。 

那么 ,有 : 

定理 8 任 一 公式 4( 不 含量 词 ), 均 有 与 其 等 值 的 公式 A p 
4H4D)，, 且 4 为 合 取 ( 析 取 ) 范 式 。 

证 明 试 练习 证 明之 。 

KER 4 是 前 东 范 式 , 如 果 其 形 如 : 

QrQ Qat B,» 
其 中 ,Q; 为 3 或 Y ;而 B 中 无 量词 ,那么 有 : 

定理 9 任 公式 4, 均 有 与 其 相等 值 的 公式 A, H 4' 为 前 束 
范式 。 

TA 斌 练习 证 明之 。 

由 定理 8 和 9, 只 要 将 前 束 范式 中 的 8( 称 作 母 式 ,而 OX. 
QX. 称 作 前 来 词 ) 再 化 成 合 取 或 析 取 范式 , 则 所 得 的 公式 很 规范 ， 
对 处 理 不 少 问题 很 有 帮助 .这 里 不 多 介绍 了 。 


2.6 形式 推导 的 完全 性 


对 任 给 的 公式 集 更 和 公式 WRK Ge, BERRA 
DE 9, 则 称 该 一 阶 膛 辑 系统 的 形式 推导 是 完全 的 ， 或 者 称 所 给 的 
推理 规则 是 充分 的 。 

ERER 4 和 定理 5 相等 价 , 非常 易 得 : 形式 推导 的 完全 性 等 
价 于 : SO MA, 则 @ 可 满足 .本 节 , 即 通过 证 这 等 价 形式 而 证 明 
完全 性 。 不 过 ， 为 节省 篇 幅 ， 这 里 仅 对 8 是 可 数 的 情况 加 以 证 明 ， 
且 去 掉 “-~”、“*>” 及 梧 应 的 规则 。 

首先 , 给 aS PAW RT RH TR c GEN). C= 
{ali€EN}, 将 5 禾 改 为 5'=SUC。 

SHER PEL, 定义 和 其 相对 的 公式 eT: 

(1) 车 9 为 原子 公式 ， 则 gig 
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DORE p; 
Ga Ae Bev iI ps 
(Aa Ve HaeAne: 
Crea) GA Arn); 
(Arcee GA aga). 
FSC lv |e Gh er 可 数 }。 称 8 是 协调 性 质 ， 如 果 任 E55， 
HWE: 
COA RE PE BT GE s 
《Ca) (TRAD MRE) Ex Mi xUle TES: 
(Ci) (AUD ME ge Ages, WR i=1,.2. Bar Ulet 
ES; 
(CCDCY- 规 则 ) 如 果 (Vzyp(z))Ez: 则 对 任 cEC:sUIKcD)》 
ES; 
(CO V-AR WR a VM Er WA paR ax U p 
ES; 
(Co) (AAR WR Gp) E r ME i Co U (het 
ES; 
CCA (等 词 -规则 ) 设 上 EMEA cd, EC, M: 
如 果 (c=aEz, 则 >Uid=cyE3， 
WMR c=. pFHNer MrUlMojes, 
HUH ECU te= ES; 
这 里 ,基本 项 包括 所 有 的 个 体 词 和 fece S EM BA e EC 
G=0-1,.n- 1), 
那么 , 易 证 : 
定理 10 AS 是 协调 性 质 , 则 ， 
DS ={s' | 'Cr,7€ S UATE; 
OS Sy |e See AR ee SEDER. 
证 明 BREWER. 
定理 11 BS ROWER. ACS. PA. FRM. 
证 明 利用 定理 10, 可 设 $ HERES o (CoM ee 
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SLX = {GQ Peete) FE LS AARE, T= {toste EFR 
有 的 基本 项 集 。 如 下 选择 公式 集 的 序列 re ERE: R 
n+l. jSn 

Darr Cr ES; 

D MRAVIighES, M pE Ais 

(2) MRU ig) ES, HE-AVB, WRAAE AC Snas 
或 者 有 BE Mis 

WD MRU ig) ES, Hasire (z)， 则 对 某 cEC, 有 
p lE) E Pris 

(5》 有 cEC, 使 CSR) Erao 
出 协调 性 质 的 定义 ， 知 可 以 选 于 上述 公式 集 的 序列 。 

G r= Unc ro ERMC 上 的 关系 “一 ”， 

Ec, d€C, cmd MAM (ead) Ex. 
那么 , 从 (C1) 和 上 述 序列 的 选择 , AA: “~” ERNA AN 
例证 一 下 传递 性 : Be d, e€C, He~d, d~e, 现 证 ce~e。 和 由 
c~d, d~e, TRA n nr, (E (=d), (de) PHRF OKs 
BAX ANA PHAR, WTE He) DIE pr Ave 
CASC, MAA nam, 使得: 
(e = d), (d =E e) E Snye ) 

利用 S A OREM (Co: MR CED. pE) Ex MU p Cd} 
ES; BA (+), Read, p O) = d=e), S57, MEU 
{ @=e)} E84% 48 CoH, MU ( C=) 也 属于 5, B 
而 (c=) Ens AM c~e 

W A={{el [cEC, fe} 为 “一 ”的 等 价 类 } ATH C), 如 
BR 9 Core ty te) Es amdi mede 那么, PC， 
d,) Eg. 所 以 ,可取 S-AR U— (Ae), Bo HMR 
相应 的 等 价 类 ， 而 将 函数 词 了 均 对 应 它们 自己 ， 从 基本 项 的 定义 
和 (C1) ,a 即将 相应 的 基本 项 对 应 为 相应 的 等 价 类 ,a 将 谓词 也 对 
应 它们 自己 。 

ERRA PARE 8。 那么 ,S' 解 释 , 导 一 ( 敢 ,8) 对 原子 公式 如 
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THE: 
(6) WR EER, c€C, M 
Wes) YARA UchStanoes, 

(OMR R È n ARE eroa EC, 

WO SER, GERY Rapra, Ess 

AR, O 和 (7) MERRET IIE L 公式 的 解释 。 事 
实 上 , 施 归 纳 于 项 的 定义 ,由 (C1)、(C;) 即 知 对 考 中 的 任 原子 公式 
或 其 否定 , RTTA: 而 由 (C2) 一 (Ce) , 即 知 : 对 中 的 任 一 公 
式 都 赋予 了 真 值 。 因 而， 也 是 50 的 模型 ,定理 11 证 毕 。 

定理 12 《完全 性 定理 ) OFA. Wo 可 满足 。 

证 明 令 3={g1zS17 ,gr 协调 ,如 中 只 含有 穷 个 新 党 
量 } 那么 , 只 要 证 明 $ 是 协调 性 质 , 即 证 毕 。 因 为 由 定理 11, fe oe 
68.7 HARA MATPRE, EE oE Dres S 
也 有 模型 。 

为 证 $ 是 协调 性 质 , 必须 按 定义 , 逐条 验证 (C4) 一 (C;)。 这 里 
仅 以 验证 (Cs? 和 (Ce) 为 例 : 

(COC -规则 )， 如 果 (p Vees, 

eUig) «Ue HABFS, 
那么 , HS 的 定义 , 则 =U la}. «Ue He Dae. 再 由 定理 6, 必 
FoU ip) 的 有 穷 子 集 ， 均 不 协调 .那么 必得 : ~Ule Vale 
不 协调 ， 了 矛盾 。 故 (Co 验证 毕 ， 

(CO GBD 如果 3zp a) Es, HIE ECU ige) 
均 不 属于 5， 
那么 ,srU {glc)! 均 不 协调 ， 不 难得 到 : 

SU area) == 也 不 协调 . 蔬 盾 .验证 毕 。 

完全 性 定理 , 是 一 阶 氨 辑 的 一 个 最 基本 的 定理 。 证 明 起 来 , 也 
有 相当 的 难度 .自从 Godel 在 1930 年 证 明 后 (IK Godel RELIC 
X), XA Henkin 1949 年 的 证 明 ， 还 有 1956 年 的 一 个 拓扑 证 明 方 
法 .上 述 所 给 的 证 明 , 取 自 Keisler 1ER EIE Loo (后 面 还 要 作 
介绍 〉 的 完全 性 的 方法 .建议 有 兴趣 的 读者 去 参考 之 。 
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2.7 一 阶 远 辑 的 局 限 性 、G6dael 不 完全 定理 


一 阶 逻 辑 很 简洁 。 能 表达 很 多 数学 系统 ， 且 其 推理 系统 又 具 
有 正确 性 和 完全 性 .按说 ， 这 些 优 点 应 很 让 人 鼓舞 .但 随 着 Gadel 
不 完全 性 定理 的 证 明 ， 一 阶 慑 辑 的 局 限 性 便 越 来 越 显 现 出 来 .本 
节 ， 即 集中 地 讨论 这 些 局 限 性 。 

定理 13 HARRERA AWA, W: -MERRILL IS 
ISl Wo。 

EA W. 

定理 14 (Léwenheim-Skolem) 

D HIL =R H OCL TE, MO 在 可 数 模型 中 可 满 
是 ， 

QBRIE E So, H OCETNE, MO ESL AR oy 
WE. 

证 明 O ASTRE HERS CHUTE EEE AAE 
述 ), 多 协调 ; MA, 类似 完 全 性 定理 的 证 明 。 可 得 更 的 模型 ,而 
其 论 域 4 WR MIE ; 

(2) 这 个 证 明 要 借助 平 对 13 | 为 各 种 基数 时 的 完全 性 定理 的 
证 明 。 因 没有 介绍 ， 故 这 里 仅 作 一 概略 证 明 (或 称 说 明 ) 类似 
O) 的 证 明 , 由 二 可 满足 , 故 中 协调 ,在 构造 多 的 模型 时 , 其 论 
域 4 由 三 部 分 构成 : 一 是 原 有 的 个 体 词 数 ， HASIL 二 是 具 
有 形 如 3xg《z) 的 公式 之 数 去 151 三 是 新 增加 的 个 体 词 ， 其 热 
<(LS| HA SH ALS ILS E, 

定理 15 (Lowenheim-Skolem-Tarski) OCL AM 
型 中 可 满足 , MURTHA S|, 均 有 势 为 和 的 模型 ,多 在 其 中 
可 满足 。 

证 明 设 下 在 无 穷 模 型 仿 中 可 满足 〈 即 其 结构 中 一 A, a) 
HER A EF). 

&S'=SUC TEC 是 1 个 不 同 的 个 体 词 集 合 .构造 L 的 公式 
集合 = (ce e EC} WA, SUS 的 每 个 有 穷 子 集 在 写 中 
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均 可 清 足 ， 这 只 要 将 其 中 出 现 的 有 穷 多 个 新 的 不 同 的 个 体 词 〈 即 
在 有 穿 子 集中 出 现 的 个 体 词 ) 对 应 到 A 的 不 同 对 人 象 即 可 (由 于 4 
FS. PATEA. AM. ARRETA 〈 由 完全 性 定理 和 定 
理 6, 可 得 紧 致 性 定理 的 另 种 形式 :多 可 满足 当 且 仅 当 名 的 任 有 穷 
FROM WE) ,3U 甸 也 是 可 满足 的 ,由 定理 14, SUS ERBA 
的 模型 中 可 满足 (| |=115| 十 4 一 力 .但 易 知 ,SU 的 任何 模 
型 之 势必 之 4, 故 得 : EUD 在 势 为 4 的 模型 中 可 满足 , 因而 , 名 也 
在 这 模型 中 可 满足 ,定理 证 毕 。 

系 16 若 |251 一 Wo, 且 CL 有 无 穷 模 型 ， 则 中 有 各 神 不 同 
SERRE 

ERA SWE BMS. BRA RT RHEE 
理 , 林 引 出 了 一 阶 逐 辑 模型 论 的 丰富 内 容 。 但 是 , 紧 性 和 模型 基数 
的 不 确定 性 ,也 正 说 明了 一 阶 逻 辑 之 不 足 。 即 紧 性 说 明了 推理 的 弟 
为 性 ， 而 基数 的 不 确定 性 ，、 说 明了 一 阶 逻 辑 刻 画 不 清楚 各 种 不 同 
的 基数 .这 些 都 是 与 非 抽象 的 数学 系统 ( 即 只 有 一 个 模型 的 数学 系 
统 》 不 一 致 的 。 

下 面 定理 说 明 : 一 阶 逻 辑 无 法 刻画 任意 的 有 限 模型 。 

定理 17 FOCCHEEHARMA, Wo 必 有 无 限 模型 。 

证 明令 一 下 HU (9zja 六 2)。 那 么 , TM. SHER S, 
均 会 有 模型 (事实 上 , 均 为 有 限 模型 )， 故 由 紧 性 定理 , 三 也 有 模 
型 .不 难 知 道 ， 三 的 任何 模型 必 为 无 穷 模型 ,证 毕 。 

宙 该 定理 ， 有 限 群 、 有 限 域 以 及 任何 有 限 结构 的 类 ， 一 阶 逻 
辑 均 无 法 刻画 。 

定理 18 HERE (Torsion) 不 能 由 一 和 价 句子 集 刻 蓝 。( 挠 群 ， 即 
满足 Yx3n 之 1[xo'…ox 一 ej 的 Abel ED 

eT 


证 明 RAD, RAW TE. 


令 =U conoce] n21}, 


ah 
那么 , BM: EARR ECI HARA., (EE, TH UCU 
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{Tearocme| 1 <a) ABA EP BA reo EE DoT HE 


ak 
型 , 这 只 要 将 对 应 为 生成 元 即 可 ) 故 由 紧 性 定理 , 三 有 模型 , 设 
AISAH MAAR RAM KS CE SM ES 
群 的 元 均 为 有 穷 阶 相 矛 盾 。 证 毕 。 

在 2.2 的 例 8 中, 给 出 了 自然 数 的 算术 的 公理 , 而 且 解 释 了 
其 中 的 归纳 公理 ， 当 其 为 二 阶 公 式 时 ， 即 刻画 了 自然 数 OAW 
的 意义 上 讲 ， 即 在 同 构 意 义 下 , 自然 数 集合 是 唯一 的 ), 但 当 把 该 
公理 换 成 可 数 无 穷 条 一 阶 公 式 时 ， 则 出 了 问题 ， 就 是 说 这 可 数 无 
穷 条 一 阶 公式 也 抵 不 上 那 一 条 二 阶 公式 。 现 在 再 进一步 研究 这 一 
问题 .这 即 是 Göde 不 完全 性 定理 ; 设 名 ,为 自然 数 的 算术 的 一 阶 
ER. Aik 吏 , 是 -协调 的 ， 即 对 任 公式 A(a), 均 不 会 同时 有 

Bar AOADA) BE 下 YrACr) 

均 成立， 则 总 有 一 公式 ACLS, S.=(+,+,0,1}, fF OAA, 
nA, 
其 中 ,2 一 1 十 1,3 一 2 二 1。 

这 里 ， 不 打算 给 出 该 定理 的 全 部 证 明 ， 而 仅 揭 示 出 其 中 最 本 
质 的 东西 。 

EN EHRE Ra -元 的 ) 在 05 中 可 表示 ， 如 果 有 公式 
Paos yän) E Le, 使 对 任 给 的 

(mo st EN", 

HA: ROn yi P Pno pte)» 


Rm 900+ sm0 1 pono pma) s 

SIR PRAT R 

定理 19 Ro. 是 w- 协 调 的 , AN 上 的 二 元 关系 .er(zryy) 
在 型 .中 由 公式 4 la， 5b》 表示 ， 并 有 集合 

Q = (rl E y fF ow z.y)} 

FETE FY HS HAT SESS AB OW OLA SES, BV AE D> E OU, 
aA, 

证 明 SQ =l EHA) BABA: Q =A. 
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FXE, RreQ. We VEN, Wlar, y), BAH Cry) 
SLE H AGAR. MA 
BL Atz.y), 
使 用 (3 LE yA yy) HK EQ: 
反 过 来 , 设 TEQ , 则 有 : 
B13yACr,y), 
RE OL. WAC) EO, 
(20) C51) (2) 0, 


$ 
Bal ACO). ACR) TAGs 

这 与 多 "是 w -HIRT E HER 

RE, Q =Q 证 举 。 

S R={2|@L,—1yAlasy)}, 
那么 , HM: ROO. PRE Wr R KB yA (cy) HH OL 
是 -协调 的 , 故 CA, AT PNA (ay) PE ET A 
SOR RRA RCRA, (EO ARI RE (因为 ， 
否则 , =O MBA T . 与 定理 的 条 伯 矛 盾 ). 因 而 ,RS 人 .这 
就 是 说 ,有 nnE 人 如 一 R, 即 该 使 

DPA yA y) 

AGUA vA Gy) EREK, 

定理 19 和 Godel 不 完全 性 定理 有 二 个 区 别 : 

(1) 定理 19 中 的 公式 3yA(n,y)( 这 种 公式 称 作 是 OLB AT 
定 的) 是 存在 性 的 ,而 在 Godel 定理 中 却 是 直接 构造 出 来 的 .不 过 。， 
从 这 定理 的 证 明 中 , 还 可 见 : REEI ATRE GET, 
《07 一 RJUR 二 也 成 为 递归 可 枚 举 的 了 )， 故 有 非 递归 可 校 举 个 
7 所 加 一 RR, 使 相应 的 公式 4y4(x,y) 是 本 -不 可 判定 的 。 

(2) 定理 19 中 比 Gadel 定理 中 增加 了 个 条 件 ;“N 上 的 二 元 关 
BC WHE OLA AC WARM, HE lelh y E 
A (zs3)} 是 递归 可 枚 举 而 非 递归 的 ”事实 上 ，Gadel 在 其 定理 的 
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证 明 中 ， 定义 了 NN 上 的 二 元 关系 Alay): 
Bey AAC “r ERA ACLA., y 是 该 4 在 
下 ,中 证 明 的 编码 ” 
《这 种 编码 也 称 作 Godel 数 , 其 是 将 加. 中 的 形式 对 象 , 即 公式 、 规 
则 ,证 明 均 给 以 相应 的 自然 数 编码 。 自 然 , 该 编码 也 是 满足 在 第 二 
章 中 所 讲 的 编码 定 文 的). 且 Gödel 证 明 : KB (z, y) Wel OL 
一 公式 Ala DRRR MA Church 1936 年 的 结果 知 : P= (elf y 
使 多 (zx,y)} 是 递归 可 梳 举 而 非 递归 的 集合 。 那 么 ,由 定理 19, 即 有 
nEN (事实 上 , n€P—{clGlt- 7 ByAG.y))) tt 
PHIyAG y) J yA, y), 
而 Gadel FRH 2 AWT Al DHR, WR BLA AE 
ARAY Ay), B: 
PUA VT Amy) YI Am, y). 


易 知 : 
Bi AyAGa yo Vyn Ay). 

Fil, 定理 19 hE TRARY AAP RS COVERET 
判定 ) 的 关系 。 

这 里 ,对 “完全 ”"、“ 不 完全 ”再 作 些 直观 的 描述 。 一 阶 逻 辑 系 
统 的 完全 性 是 说 ; IE © H p 

p => Ge; 
而 形式 的 自然 数 的 算术 系统 不 完全 则 是 说 ， AOL, A, 使 
EAA 或 DLH ANA. 

这 两 者 显然 并 无 任何 矛盾 前 者 说 的 是 形式 推理 系统 是 足够 强 的 
后 者 说 的 却 是 瑟 没 能 把 和 它 有 关 的 公式 均 刻 画 住 ， 即 满足 到 的 
模型 中 , 有 的 可 使 4 为 真 , 而 有 的 又 可 使 4 为 假 。 当 然 , 很 自然 的 
一 个 想法 , 是 增加 加 中 公理 的 个 数 , 使 减少 满足 这 些 公理 的 模型 、 
数 , 以 重 将 有 关 的 任何 公式 的 真 假 性 均 能 刻画 住 (或 称 抓 住 )， 比 
如 说 , 将 4 增加 进来 , 使 得 到 新 的 公理 集 LULA) RE OHA 
增加 进来 , 使 得 到 另 一 个 新 的 公理 集 PLU {A} .但 是 , Gödel 的 
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证 明 方法 同样 适用 于 新 得 到 的 两 个 公理 系统 ， 即 仍然 有 它们 的 不 
可 判定 的 公式 .其 根本 原因 是 ,无 论 如 何 增加 人 2 的 公理 , 均 不 能 将 
自然 数 肇 划 到 范畴 .这 样 , 就 会 有 不 同 的 模型 存在 〈 完 全 不 同 构 )， 
而 有 区 别 这 些 模型 的 公式 , 比如 说 4, 4 在 一 个 模型 中 为 真 , 而 在 
另 一 模型 中 又 为 假 ; 并 且 , 这 4 还 是 和 EARM, 即 AEL., E 
理 19 则 从 递归 可 枚 举 的 角度 说 明了 这 一 点 。 

关于 Gadel 不 完全 定理 , 目前 仍 在 进行 着 研究 .首先 , Kleene 
在 其 有 名 的 专著 [33] 中 ， 不 仅 将 递归 可 枚 举 谓 词 作 了 枚 举 , H, 
将 递归 可 要 举 和 可 证 明 性 联系 起 来 .其 次 ，Smuliyan 在 其 两 本 论 
FPO A, RA BT Godel 不 完全 定理 的 研究 ， 且 以 更 抽象 的 
形式 表述 和 证 明了 Godel 不 完全 定理 ,第 三 ，Kotlarski 在 其 文章 
[54，55J 中 ,通过 定义 增长 非常 快 的 函数 ， 而 得 到 其 不 可 证 性 的 
结果 .第 四 。 最早 (1976 年 ) 发 现 数学 中 的 定理 而 在 PA 中 不 可 证 
的 ， 是 Paris, Harrington 的 结果 , 这 是 有 关 有 穷 形式 Ramsey E 
理 的 一 个 推广 "0; 在 1984 年 ,Putnam 来 华 时 曾 介绍 过 Kripke 关 
于 无 穷 博 变 的 一 个 不 可 判定 命 征 "9 。 第 五 ， 杨 瑞光 在 Kleene 工作 
HEME, 证 得 有 可 数 个 不 可 判定 的 公式 存在 . 即 设 T(zyr…， 
z ERR Kleene 枚 举 谓 词 T Gn ty) ERE. BE 
WAADT nesne ,zx,y)) 的 , 且 能 找到 名 ,使 对 尾 自 然 数 序 
FR Cry ates 0 En? 公式 WO 站 TCR 不 


可 判定 。 
2.8 CBE OES 


a) 二 阶 逻 辑 Li 
符号 集合 S: 增加 -元 谓词 变 元 V5 ,VI V el H X,Y 
来 表示 谓词 变 元 。 
SOMES Li: 增加 8 -公式 ， 即 如 果 gp《R) 是 5 -公式 , 则 
3XHYX) 也 为 S -公式 。 
二 阶 语义 : S -结构 六 中 的 二 阶 赋 信 7 为 映射 ,7, Ve) 
Fy A= UAA HA HER, HW I= A, 


= 109+ 


使 
SE IXO BABA CC A f 


Owe: 


3 Fee. 
D 对 “YX” 类 似 进 行 定义 ,也 可 看 成 是 “一 4X 一 ”的 简写 、 
2) Bay (ayer VX CXry)) 作 为 二 阶 逻 辑 公理 , 若 记 
之 为 YrYyE(z,y) ,如 可 用 来 代 兰 等 词 ， 比 如 a=b 即 
写成 Elab). 
D E2. 2 全 8 中 已 看 到 二 阶 逻辑 的 描述 能 力 强 于 一 阶 的 ; 在 
2. 7 还 介绍 了 一 阶 公 式 无 法 刻画 有 限 结构 (定理 17)， 
用 二 阶 公 式 即 可 克服 这 一 困难 。 如 使 用 函数 变 元 g， 
公式 
Gin Ve Wey (grey 一 ”TSEEy) 一 ”yzdy r=gy), 
即 表示 了 有 限 结构 ， 即 人 SE, 当 且 仅 当 每 个 1-1 映 射 
均 满 射 ， 当 生 仅 当 论 域 4 有限。 
二 阶 推导 规则 ， 
CAPARIF 3X9KX) ,XX 可 换 PR) PORE RR, 当然 也 可 全 
换 。 
GDE 9 Rob pE ¢ PER HR, WIX POOF pa 
FU — BE, B MERER: 
Ga) 理 上 9 当 县 仅 当 有 PSE. p; 
p MASELA EER DOP Dh. AE, SHE 
辑 不 具有 语义 紧 性 。 
定理 20 HS, LAH DCO, MORRE. 
证 明 BRO Ail UPrelne2), BA, ERB DCS 
可 满足 ， 但 多 却 不 可 满足 .证 毕 。 
由 该 定理 ， 立 得 : 
定理 21 Hohe. Ado HES, 
征明 RUE. Oe A EE. ROE 
也 具有 完全 性 ， 则 从 它 的 语法 紧 性 立 得 它 的 语义 紧 性 ; 但 由 定理 
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20， 二 阶 逮 辑 不 具有 语义 紧 性 ， 故 其 也 就 不 具有 完全 性 。 证 毕 。 
定理 22 PEAH E LSwenheim-Skolem 定理 。 
证 明 可 如 下 定义 出 qm Ei, 使 

Re MEARS APRA, 
这 样 ， 该 ge 即 是 有 模型 但 元 任何 可 数 模型 的 二 阶 公式 例子 .如 下 
构造 we， 
D FEA Gin RD: 
Ve LW Yy (Re A Ry A Rex A Rey A gr = gyre =y)) > 

Vedyr= gy], BA: (A, Rp R 4 BRA RAG 
(2) 因为 任 4 最 多 可 数 当 且 仅 当 在 4 上 有 序 关系 , 呈 4 中 每 

个 元 素 在 该 关系 下 ， 仅 有 有 限 多 个 前 驱 。 故 定义 Paen: 

FY Ya Yar A Yay =((Zzy A Yyz) 一 > Yrz) 
A Yay yY zy V r= y V Yyr) 
A YrzIK(gr (KX) A YyXyeY yr) 
(3) Pine RE LHT Peci o 
定理 证 毕 。 
D QRZ (RO BH) 
符号 集合 5; ML, Fa baba Q; 
Q 逻辑 语言 13: F Ya) 为 3 -公式 ,到 Qzp(z) 也 为 5 -公式 ; 
Q UHR: 

Irpa K AL ae A'S 全 gkz)} 不 可 数 ， 

D 一 Qz(z 寺 x) 即刻 画 了 最 多 可 数 ; 

D 序 的 公理 再 加 上 公式 a= (Qrr=r A Yra Qr), WEN 
刻 划 了 不 可 数 的 序 关 系 , 且 其 中 任 一 元 素 在 该 序 关 系 之 
下 有 最 多 可 数 个 前 驱 。 

D Qz(zx=z) 的 模型 一 定 不 可 数 ， 故 从 严格 的 意义 上 讲 ， 琵 
不 满足 Laewenheim-Skolen GH; 但 是 有 :每 个 可 满足 的 
PELs, RRA HR, 

三 的 推理 规则 : 


"lle 


(Qz—Ry) Qagladt- yey) 《约束 变 元 替换 )， 
QL) P1QrG@=aVr=b) (单个 或 两 个 元 素 非 不 可 数 )， 
CQL) Vale) (zd Qala) Orga) 
《有 不 可 数 多 子 集 的 集合 ， 也 不 可 数 )， 
QD AQxAyplx y) Qype WH QP y) 
( 若 最 多 可 数 多 集合 之 并 不 可 数 ， 
则 这 些 千 合 中 至 少 有 一 个 不 可 数 )。 
260 BER. E “ep 4 ANS OL PRL LERS 
正确 性 和 完全 性 的 , 只 要 更 最 多 可 数 的话 。. 详 见 : H. J. Keisler: 
logic with the Quantifier “there exist uncountable many”, Annals 
of Math. logic, Vel. 1, 1-93, 1970, 
由 此 ， 不 难得 到 ， 
定理 23 SCL}, HOT. 则 ;多 可 满足 当 且 仅 当 每 个 有 穷 
的 BCO PREE 
但 是 ， 设 S 有 不 可 数 多 个 个 体 词 ， 且 设 
P= (qe=dlo¢deSy#at U (m Qrt Sr)}, 
则 不 难 知道 ,多 的 每 个 有 穷 子 集 均 可 满足 ， 但 ® 却 不 可 满足 。 
从 上 述 3)， 可 以 进一步 比较 ESA A 的 相似 之 处 。 


第 三 节 ”有 穷 性 还 辑 和 有 穿 性 数学 


上 节 ， 较 详细 地 介绍 了 一 阶 逻 辑 和 它 的 局 限 狂 ， 并 在 来 尾 引 
入 了 二 阶 逻 辑 和 @ 量词 逮 辑 .对 这 后 二 种 逻辑 ， 虽 然 有 较 强 的 风 
达能 力 《或 区划 能 力 ), 但 从 其 推导 规则 看 , 仍 无 摆脱 有 穷 性 原则 。 
本 节 , 即 定义 并 初步 研究 一 下 所 谓 的 有 穷 性 逻辑 和 有 鹤 性 数学 ,从 
中 可 望 看 到 它们 最 本 质 的 特点 。 


3. 1 有 穷 性 逻辑 和 有 穷 性 数学 


ES 是 有 穷 的 符号 表 ; S 表示 S 上 的 所 有 有 穷 长 的 符号 串 之 
集 . 设 TGS ， 且 了 是 递归 集 . 那 么 ， 易 知 : LOC], OBAY4A 


1s 


VETE T—@ HARE, 

POE “i” MADE, SHEN TH eee 
$: 

D S 为 有 穷 符号 集 ， 且 一 ES; 

(2) 公式 的 形成 规则 是 递归 的 ， 即 其 公式 集合 POS", AF 
是 递归 和 集 ， 

(3) 公理 集 ACF EROE, WFAN 

REFX = XF (nJ HRO 
Ixe 


也 是 递归 集 ; HR L 的 形式 推导 符号 , 则 对 任 fEF, H 
满足 : WR sf MRE f; ARR fe 则 没有 
Fy sfe 

类 似 地 定义 L 的 形式 证 明 . 这 里 略 去 。 

现在 定义 有 穷 性 逻辑 LS 的 有 穷 性 数学 。 

PICK 是 好 的 ， 当 且 仅 当 7 是 递归 集 ， 且 对 于 任 Ser, 均 
有 fEI 当 上 且 仅 当 一 ET. 那么 显然 有 : 若是 好 的 , 则 /EI 当 且 
RINISE 

本 的 有 穷 性 数学 对 ， EF FFR Fus B M BAR Ar 
CFu, H 4v 是 递归 集 。 

称 13 的 有 穷 性 数学 好 协调 ， 当 且 仅 当 对 和 企 .AE Fu， 不 会 同 
时 有 Ay Ks SAA Awan fo 

KL 的 有 穷 性 数学 MES, MARAME f€ Fw， 或 者 有 
Anh sf RER AVES f, 

那么 有 : 

定理 24 设 有 穷 性 数学 MEA, BIC eM, A 

= (flavus 7AETH 不 是 递归 集 , 则 M 不 完全 , 即 至 少 有 一 

AA SEL, BLE Aus. WH Aum fe 

证 明 起 M 协 调 , 所 以 无 任何 SET. 使 得 Fea’. 那么 ， 
车 能 证 得 ; 至 少 有 ~fET, 但 f, 一 了 EI-Q', 则 定理 即 证 明 完毕 ,用 
反 证 法 证 之 。 若 无 任何 EL ESSELTE M 是 协调 的 
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HIG SETHE SEQ) a OM I-O' Ak BP 
SEV4 ARYAVSELY ,或 者 是 反 过 来 ,mAfEQ' 当 且 仅 当 jE 
1-0 ,这样 ， 从 是 递归 可 校 举 集 〈 这 是 由 于 公理 和 规则 的 递归 
E, 可知 7-@' 也 是 递归 可 枚 举 集 ， 因 而 ，@' 又 是 递归 集 了 .这 与 
假设 矛盾 , 故 定理 证 毕 。 

定理 25 RM, ARHUN É, H 

Q = Auk ys Sf E Z, 且 了 了 的 第 一 符 导 非 “ 一 分 

不 是 递归 集 ， 则 MM 不 完全 。 

证 明 令 R= Slaw His DJELE S HP-A”) 
而 令 V=QUR, 易 知 ,QRNR=$， 
故 1-Q=CU-Q UR. WH Q FEBS. H-A 是 递归 
可 枚 举 集 ; 因而 , -Q 也 非 递归 可 枚 举 集 CE, “oe ap AE 
集 对 “U?” 封 闭 , 由 尺 和 了 一 Q&' 均 为 递归 可 校 举 集 , 故 了 一 Q@ 也 为 
递归 可 枚 举 集 ), 从 而 , Q' 不 是 递归 集 。 使 用 定理 24 立 得 该 定理 的 
结果 。 

不 难看 到 , -MER Li. CNEL. WR O 量词 逻辑 及 
均 是 有 穷 性 逻辑 , 虽 刻 划 自 然 数 的 算术 的 一 阶 公理 集 PY, 自然 也 
就 是 有 穷 性 数学 。 且 也 不 难看 到 ， 在 定理 19 的 证 明 中 ， 所 起 的 好 
HARE Hla AAG y) jni EN) i Q= {3y4 (ny,y)| 


BT yA y) nEN}, 

由 上 述 定理 24 和 定理 25 不 难 理解 , 只 要 所 给 的 形式 数学 足 
以 刻 划 《用 其 形式 推理 关系 ， 语 言 符号 来 刻 划 》 一 个 非 递归 的 集 
合 , 则 会 有 形式 不 可 判定 的 公式 存在 ,事实 上 , 只 要 试图 刻 划 可 数 
的 论 域 ， 而 所 给 的 公式 又 足以 刻 划 非 递归 的 集合 时 ， 即 会 有 形式 
不 可 判定 的 公式 存在 。 

另 方面 , 从 上 述 结果 也 可 看 到 :, 如 果 协 调 的 有 穷 性 数学 好 完 
全 ， 则 无 任何 好 的 ISP, EQS FAko EDRR E 
BD, @ 均 递归 ， 即 均 可 判定 .< 可见， 对 这 种 有 穷 性 数学 ， 只 有 不 完 
全 的 才 具 有 复杂 人 性。 


silte 


3.2 ， 注 记 和 评论 

(1) 可 以 研究 有 穷 性 逻辑 的 活 义 ， 即 定义 解释 : IF 
{0,1) ;当然 要 使 仿 满 足 对 “一” 的 非 牙 盾 性 。 由 此 ， 内 要 所 给 的 语 
义 定义 合理 , 也 可 讨论 完全 性 门 题 ,作者 觉得 , 满足 完全 性 的 有 穷 
性 逻辑 ， 用 其 所 表达 的 有 穷 性 数学 ， 上 述 所 给 的 不 完全 性 的 充分 
条 件 ， 也 是 必要 的 .有 兴趣 的 读者 可 以 去 研究 。 

(2) 作者 觉得 ， 造 成 “有 穷 性 ”的 根本 所 在 ， 是 公式 的 有 穷 
长 .而 递归 化 的 推理 规则 又 是 和 这 相 适 应 的 .因而 ， 才 有 逻辑 的 完 
全 性 , 且 有 数学 的 不 完全 性 。 故 要 想 克 服 这 种 种 缺陷 , 只 能 允许 有 
无 穷 长 的 公式 ， 

在 60 年 代 构 造 的 非 有 穷 性 逻辑 .。， 就 在 某 种 意义 上 克 腿 了 
ERR Ln ALF Li 的 最 本 质 处 ,是 允许 有 公式 AGAVE, 
其 中 , @ 是 任意 可 数 的 公式 集合 ,而 大 写 的 “A” 和 “VY”, 分别 
表示 将 这 可 数 个 公式 “ 合 取 ”和 “ 析 取 ”起 来 。 比 如， 公式 

Va SOV r=] Vzz=2VŅV) 
即 可 用 公式 Ve V OCH B= {2=n|nEN}) 
来 表示 之 ,其 正 刻 旭 了 自然 数 的 算术 的 论 域 .又 如 , 公式 Vo 


(而 = {ar ese nE NDERI TRACK AM, FM 
~ 一 


BR Pa V gal?) 《为 同 二 阶 公式 相 区 别 , 记 此 公式 为 
多， 而 不 是 wo) 正 刻 划 了 有 穷 论 域 的 结构 。 

当然 上 .的 推理 规则 也 不 再 满足 递归 性 了 .如 有 规则 

CV OMRE PED HH phi, 更 , 则 有 VoH, Bs 
该 (V_ ) 显 然 是 非 递归 的 .因为 要 知道 是 否 有 i 
VoL, 更 ， 

必须 要 对 可 数 的 集合 O, 判断 任意 一 个 ge 更, EDIR ph, 更。 
而 这 显然 不 可 能 在 有 窃 步 完成 ., 但 是 , 正 由 于 这 种 规则 的 非 递归 
性 ， 才 与 公式 的 无 穷 长 相 适 应 .我们 前 边 证 LINE wT 
的 方法 。 正 是 修改 了 证 ,的 完全 性 定理 的 方法 .也 就 是 说 ， 对 
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Loote H EY EA SEE RS EM [46]. 

话 又 说 回来 , 有 穷 性 逻辑 , 推理 的 递归 性 正 是 与 其 相 适 应 的 。. 
就 是 说 ， 在 那里 ， 不 能 建立 非 递归 的 推理 系统 ， 否 则 就 不 满足 正 
确 性 了 。 

另 清 读者 注意 , 关于 的 一 切 规 定 和 性 质 , 不 再 有 “形式 ” 
WTS, 因为 没有 办 法 像 对 形 那 样 ， 只 从 公式 的 形式 上 ,就 可 判 
断 推 理 关 系 的 存在 与 否 了 。 

最 后 , 对 二 阶 逻辑 53 ,我们 再 谈 几 名 .前 边 将 L 也 算 作 有 穷 
性 逻辑 ,这 是 由 于 其 公式 和 规则 均 适 合 有 穷 性 逻辑 的 定义 .但 男方 
面 也 请 注意 ; 二 阶 公式 是 可 描述 非 有 穷 性 的 内 容 的 ， 如 公式 
YXXa， 其 表示 了 非 可 数 多 个 公式 .因而 ,推理 规则 的 递归 性 与 其 
不 相 适应 (与 其 描述 性 ), 故 到 不 可 能 完全 ,但 是 ， 这 并 不 排除 增 
加 非 递归 的 规则 , 而 使 其 得 到 正确 而 又 完全 的 推理 系统 (此 时 , 同 
样 也 不 可 能 是 “形式 ”的 推理 系统 了 ) 。 

O) 由 上 述 讨 论 , 能 否 建 立 一 个 既 包 含 Ltt BA 二 在 内 的 ， 
正确 而 又 完全 的 逻辑 系统 ?看 来 ,这 是 一 个 十 分 重要 而 又 具有 相当 
难度 的 问题 。 


第 四 节 ”有 有 窃 和 无 穷 命 题 演算 


为 了 在 下 一 章 顺 利 地 介绍 一 般 抽 辑 和 一 般 数学 ， 使 读者 容易 
理解 和 接受 ; 这 里 , 作为 准备 , 着 重 介绍 无 穷 命 题 演算 .但 为 了 与 
无 穷 命 题 演算 相对 照 ， 故 先 介绍 有 穷 命题 演算 中 的 一 些 最 重要 的 
内 容 。 


4 1 有 穷 命题 演算 


CD 符号 : 命题 词 popi ， 
逻辑 连接 词 站 ,人 A,V ,一 :> 
结合 符号 Gs 
(2) 公式 : 任 一 命题 词 是 公式 ; EA, BEAR WA, (A 
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AB) (AV B).(A>B), ACRES, 仅 上 
述 为 公式 ; 
《3) 推理 规则 , 如 《2. 3) 中 的 CE ) ,Com) (A++ CA), 
CVV Cd a CD (ES 
FRAME HY E AGNES TE DA TEDE BY E EEM 
正确 性 . 留 作 练 本 (叙述 有 关 的 定义 ,陈述 有 关 定 理 ,并 证 明之 )。 
《4) 对 命题 词 作 语义 解释 , 即 相当 于 将 它们 当成 取 “ 真 "或 “ 假 ” 
《 即 “1” 或 “0”) 的 变 元 ,而 了 1p;p 则 是 一 个 变 元 的 函数 ,pi A pe» 
PN Por pir pr prep MRO EH BR CEA EY 
为 【0，1)) ,这 些 统称 作 命 古 函 数 .不 难 知道 


一 个 变 元 的 命题 函数 有 P lake) > lap 
22 一 4 个 ， 即 FCp) 如 有 ;: É I1ioļi[o 
t 1 0 0 1 

二 个 变 元 的 命题 函数 有 22 一 16 个 , 即 FC fad 2 00 pi A pes 


I piA pes pA post BAAD ps (pr ADDN p Åp), 
GA pV CAT p> GrApoVOG BAN pd. pA 
PAN Ch AT padi (9 pi A pd VIG BAN pa (pA A) 
VO BAG pais Gai A pV IT PAPIYA pV 
OT AAT pa)=1, 
n NAR FC ARR RB 2" BD Cpa ees ad 00 p: A p Am 
A Par pi Apr A bs A A parts Ip A TPA Apert ,lo 
对 上 述 这 种 表达 式 , 还 有 所谓 的 余 式 定理 : 即 任 
中 ， 
zj 7, = RF _ 
aes 


地 一 Letom 


有 兴趣 读者 请 试 证 明之 。 
(5) 命题 函数 和 公式 之 间 的 关系 : pA p M pppn 
PiY za 等 等 ， 就 命题 函数 言 ， 是 同一 个 命题 函数 ， 但 就 公式 而 言 ， 
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却 是 不 同 的 。 而 数学 中 两 个 等 价 命题 正 说 明 是 同一 个 命题 函数 ,但 
却 是 两 个 不 同 的 命题 尽管 相等 价 ) .而 命题 逻辑 推理 系统 〈 或 前 
边 的 谓词 逻辑 推理 系统 ) 正 是 证 明 这 些 命题 的 关系 ， 而 不 是 证 明 
命题 函数 的 关系 .事实 上 ， 命 题 函 数 是 等 值 的 命题 类 的 总 称 。 

06) 前 述 命题 函数 的 表示 式 是 命题 类 中 一 个 很 典型 的 表示 式 ， 
称 作 标准 析 取 范式 .不 难 知道 ， 当 把 标准 析 取 范式 中 的 “A ”和 
“VP 位 置 交换 之 后 , 所 得 到 的 也 是 命题 类 中 的 一 个 很 典型 的 表示 
式 , 称 作 标准 合 取 范 式 . 余 式 定理 则 是 对 任 给 的 命题 表示 式 写成 其 
标准 析 取 范式 的 一 种 方法 ,类 似 地 ,也 有 将 任 给 的 命题 表示 式 写 成 
其 标准 人 台 取 范式 的 方法 ,请 读者 试 给 出 .事实 上 ， 标 准 析 取 范 式 和 
标准 合 取 范式 是 一 种 对 偶 形 式 。 

(7) 特别 地 ,我 们 将 ps Ao A BABE A pe TEHE pa Vom V po 记 


作 Vp., 并 称 二 者 分 别 为 -元 合 取 和 -元 析 取 连接 词 .而 当 令 T 


= (laerore) tt MA PTE Ap. THY paS V, p 

(8) Por BURGER TES OFLA LH EE HERE RI, K 
特点 是 非常 简单 ， 而 且 能 完全 机 械 地 知道 任 一 公式 序列 和 一 公式 
之 癌 是 否 满足 推理 关系 。 正 是 这 一 系 浇 的 建立 ， 使 王 溶 效 了 大 奖 ， 
并 被 公认 为 机 器 定理 证 明 的 创始 人 。 

PES, ARR D 中 的 ， 只 是 其 推理 规 几 如 下 述 : o) 
称 作 公理 ， 而 其 他 称 作 规则 。 

G) 公式 序列 TA HERE “H” GEA Dr), WE 
DADA AA, BAAN p E 让 和 中 
出 现 ， 

Qa) PA eS ARS bel TARP BARE 
A, 而 4 为 公式 (下 同 , AB HAR 

CD) PRD, A SHR D, TABI: 

Man: A AMT: B 当 和 目 仅 当 HsTs, AAB; 

2) To Ay BYP, SERT, AABT 
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wit 


(3a) Pr, A, B SERA DET, AVB; 

MOP. ABE, AD, BRI, SACS, AVB EPa 

Qda), (146), USa), 5b) EAX “—” A SO” WARN, 
请 读者 给 予 相 适 应 地 补 齐 。 

已 如 前 述 ，(6) 为 公理 ,而 其 (21a) 一 (55) 这 十 条 规则 ,从 左 
OD EG GE) 是 引入 《消去 ) 连接 词 ， 故 称 作 相应 连接 词 引 入 
《消去 ) 律 , 且 规则 的 标记 中 带 有 “a*(*6”) 的 是 对 后 件 < 前 件 ) 中 引 
入 或 消去 。 

PAI MEAT, ME. 

利用 该 系统 P.， 对 任 给 的 公式 序列 本 和 公式 A, HAPLAR 
推 知 其 有 无 满足 推理 关系 “Fz”。 办 法 如 下 ; 

先 在 荆 和 4 和 间 加 上 推理 符号 “be”. 而 后 利用 (la) 一 (L556) 不 
断 地 消去 连接 词 ,最 后 得 到 有 穷 个 如 tt) 中 的 PL ACE T 
中 均 为 命题 词 ), 接着 判断 所 得 的 有 穷 条 to》 的 形式 ， 着 所 有 各 
条 均 满 足 (1,)( 即 至 少 有 一 个 命题 词 p 同时 在 六, 厂 中 出 现 )， 则 
RENS DA 4 具有 推理 关系 MrH 4A) ;否则 ， 即 有 穷 条 
Go) 的 形式 中 ,车 有 一 条 不 满足 (1o》( 即 无 同一 命题 词 p 同时 在 
Pi, Dip oy BL), We ere TA 4 不 具有 推理 关系 ( 即 
THA. ATA 满足 时 , 把 上 述 过 程 逆 过 去 ， 就 是 它们 满足 推 
理 关系 的 形式 证 明 。 

例 35 TEHIACAA BI AVAB 

ORRAVIBAAB (H 16) 

ORIAVIAB, A 

+s AVAB, B 


| ao. (2a) 得 二 条 ) 


ORANA, 7B (HE, (3a)? 
OA, BRA HO, Wa)? 
OHB, 1A, -8 (HE, Uan 
QA, BEB (H, Wad) 


© OM GARE (fo)， 故 证 明 , 且 这 过 程 逆 过 去 , 就 是 
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所 需 的 形式 证 明 。 
例 36 EB RCP Vg) Ago (p Ag) MERI. 


4.2 无 穷 命题 演算 


这 小 节 实际 是 在 介绍 无 穷 命题 函 数 ,而 在 附注 中 则 补充 介绍 
了 无 穷 命题 演算 .请 读者 注意 。 
DEFTER ERATE ER 


* 对 无 穷 命题 演算 《这 里 不 称 作 命 题 函 数 , 请 注意 ), 也 可 建立 其 正确 和 完全 的 
推理 系统 ,如 下 i 
D 符号 ， 命 题词 集合 Pi 
T, A, Vs SRE ERTDATHA PERE PH. Os 
Coy WER 
(2) Bah: 任 一 命题 词 p EP ERR 
EABAR, WAX 为 公式 
GX ARAMA. WAX, VX HAR. 公式 羽 由 上 述 得 到 。 
D 推理 规则 : 有 关 似 于 有 穷 命题 演算 的 (E) {r)》 和 各 (一) 的 , EH (ED. 
(2) 和 OO, 内 是 要 将 那里 出 现 的 “公式 序列 ” 均 改 为 “公式 集合 ”; 此 外 ,再 
MEN VAG) CATE 
CAO ADO KARR: 
(A DADE GO BERR, GE Ds 
CV 49 VOD BARRA PED; 
WIE Op BME PEO’, 
MOVOEsOO ARERR, I B 为 一 公式 } 
54》 类 似 地 定义 征明 注意， 这 里 也 无 “形式 ”二 字 作 定语 )、 语 义 。 
O 仅 以 证 完全 福 为 何 , 即 ， 
HEARED, ARARA OA MASA. GEM FE RAD MEAR 
22 设 妇 中 出 现 的 所 有 命题 词 PET, 且 对 任 给 的 语义 解释 了 ,对 任 ET, 
= {Oe 
Pp =; 
那么 , 作 4={p' lpET}， 
则 有 :(13 若 1C4)~=1, 则 AAH-A4， 
DFA AAR A, 
证 明 WHAT A 
D ARRET. Bea 
D HA: 
@ 关 24 一 一 8. 且 已 证 明 (D1(B)=1>ABH-B 
(DUB)=0>AB HB: 
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设 了 是 命题 的 指标 集 ， 且 了 的 势 为 w, BL, « -元 命题 函数 
F (pte TA 2 Fh GER: 这 里 的 记 导 2" 仅 是 一 种 记 法 ,不 像 有 穷 
命题 演算 那里 的 2")。 特 别 地 ，<c -元 全 称 连接 词 Aer 定 义 为 

Ar pr 二 1 当 生 仅 当 对 任何 ET, p=1 而 a -元 存在 连接 


RLE 54)? 一 1* 则 3) =0, RABE BA: 
WA BAA AL 
4 1A) =0.0 CB) = 1 ABE Bt B=T As 
MA=3.Ht AA As 
加 车 AASB, BX ESEB. 已 证 明 
(D ITB) =I ABR Sy 
@) 1G) =0> Abbe: 
那么 , 由 于 4 ba AAR BP ADR TAP A= U TERRE 
HB: 


车 天 4) 一 1, 则 对 和 任 pE BLT 1 Ab BOLE SEB): 

cEB jap, ow iA 
H ABE b B= 

eee) GEB) A Ar 

ICA =0. WA DEBI) =O,2K ABLE Ts 

«Eb Ay) uy “Ag 
RABE BEB) EE ble 

rece! TOE. Vibe 


as CA BI=7 A; 
EYR 
QË 4 二 YB， 类似 可 证 ， 有 兴趣 者 请 练习 。 宇 此 ， 引 理 证 毕 。 
eR HEERA, REA, MEA, 
证 明 RA PHBE PET, 
从 研 中 任 选 一 p、 设 4-s 一 A 一 tp'}， CH) 
CL) 作 一 语义 解释 TB Ep) = 1 A LL ig 
CAA APE AKA ALPE A: 
(2) ERWEE I., ET Co) = 0, RA, ASE. 由 引 理 , 可 


ch 
AM AA=ACU BE e| 
eB 


tal 
RAA=ACU BE e 
bea 


得 
CAR Ap ACT PALA Ap) pie Ab 
A DM (2), 使 用 Oh BAK V tp, 1p) F Ay BRAS 
EV ip np REAA pb A ARE. 可 消去 4 中 的 各 p AmE 
到 OF Ay GER, GER: 在 (* ) 郑重 及 后 来 逐次 消去 4 PHS r RATE 
择 公 理 。 详 见 第 五 章 的 集合 论 部 分 )。 
由 该 宝 理 ， 立 刻 可 得 无 穷 命题 演算 的 完全 性 定理 。 
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WV er LW 
Verft =1 MHRA? ET, AË p Sl. 
C2) FA EE E RE HET RER o 

定理 26 设 了 是 命题 的 指标 集 ， 则 任何 命题 函数 FE 

工 ) 均 可 表示 为 

Flpit E T) = Veci hesp) A Cersa pd] 
E PCSPT), PDRE T HER. BRIBE, RoR E 
命题 函数 表示 为 C 一 #。 

在 未 证 明 本 定理 前 , 先 将 有 穷 命 题 函 数 的 标准 析 取 范式 的 结 
果 和 该 定理 相 比 较 . 事 实 上 ,这 里 的 C 相当 于 那里 的 对 2 个 合 取 式 
选取 时 ,所 选 到 的 部 分 ;那里 共有 2” 种 不 同 的 选择 ,而 这 里 PT) 
申 不 同 的 C 又 有 2 个 。 另 外 ,这 里 的 3 相当 于 那里 的 每 个 合 取 式 
中 那些 不 加 “一 ”的 命题 变 元 的 下 标 集 , 而 T-S 恰好 相当 于 那里 的 
每 个 合 取 式 中 ,那些 加 “一 ”的 命题 变 元 的 下 标 集 。 由 此 可 见 对 该 定 
理 的 称呼 是 相宜 的 。 

现在 ,严格 证 明 该 定理 。 

由 下 (pstET) 是 10,1} 上 的 命题 函数 ， 玫 对 自 变量 GET) 
的 任何 一 组 取 值 , 因 变 量 (p.:t:E) 均 有 一 个 相应 的 取 值 .那么 ， 
可 能 有 下 述 三 种 情况 : 

D 对 pl(LET) 的 任何 一 组 取 值 ,FF (p.:tET) 均 取 0 为 值 : 此 
时 ， 即 相当 于 定理 中 的 C 一 $; 

D 对 p(tET) 的 任何 一 组 取 值 ，F (zp.:tET) 均 取 1 为 值 : 此 
时 ， 即 相当 于 定理 中 的 C=P(T); 

D 对 p(tET) 的 某 些 组 到 值 ，F(p.:1ET) 取 1 为 值 , 而 对 p: 
QET) 的 另外 一 些 组 的 取 值 , FC(p.:tET) 取 0 为 值 : 此 时 ,不妨 设 
对 p(tET) 的 一 组 取 值 , 使 F(p.:tET) 为 1， 那么 , 对 该 组 pp, 的 
Bua. & 


FE Pe = 1S 
roo =de P ET, 


È 
5 po 2. = ORT, 
= 122+ 


WERE A gp =11 

XIA p 的 取 值 ,自然 也 可 分 成 两 部 分 ,即使 得 gCp) =p 的 
《此 时 p=), MER g= p hy GERT p=, HR S= 
{tle (pd=pt€T} , 旭 自 然 有 TT 一 S= {tlg(p) = 一 ptET), 
因而 ， 有 


内 ierg(pPD = Nese (PO) A CA verse (fed) 
=A esp) A Aers p). 
这 样 ,对 使 F(p:rET) 取 1 的 每 组 p(t ET) 的 取 值 , 即 得 到 一 相应 
的 S; 令 C 是 所 有 这 些 5 构成 之 集 ， 则 显然 有 CCP T, A 
Ppist © T) = V sec[{ Mest.) A Cers p,) Jo 
故 定理 26 证 毕 。 
(3) 与 定理 26 相关 的 结果 : 
由 定理 26， 显 然 , 任 一 FF(p.:tET) 均 相对 应 着 唯一 
CoP), 
例如 ，Aserp, 所 相应 的 C= iT) TT 
Verp: 所 相应 的 C=P(T) 一 {8); 
恒 真 命题 函数 FOET =W CPT); 
重 假 命题 函数 FET) 二 0 所 相应 的 C==$。 
这 样 ， 设 (pstET) 相 对 应 的 唯一 的 CSP(T), 则 将 
F( pat ET) 记 为 Felp:tET) MA. BM: 
Fe, (bat € T) V Fe, (pat € T) Ml Foug (Ant € T), 
7 Fetpt E T) EP Fe( pt € T) C = pT) 一 C， 
Fe, @at E T) A Fe, at © T) ill Fone, (but ET), 
Fo bat € 1) Fo, (t € T) Bl Foc, (bt € T), 
Fo ut © Tje Fo (bat € T) il Faucpngeucp (pt € T) 
亦 即 Payntpucnep (Pat € T); 
故 D Fe (pu:tET)>Fo, (pr:tET) 恒 真 , 当 且 仅 当 
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Feuc(a :ET) 恒 真 , 当 且 仅 当 
CUG=PT) ARS OSC 
2) Fo pat ETFe (ptET) ER SARH 
Feutpuene l AET) 恒 真 , 当 且 仅 当 
ENCDUCNCI=PC) 4 ARH Ci 一 Co 
CHAT ACD, BOSC OSCR C=C); 
ORRAT EHR 〈 也 称 了 上 的 谓词 )， 那 么 ， 对 任 给 
ET, RORAL, 或 为 0， 所 以 把 RC 可 看 成 命题 词 Pt, WT A 
命题 六 的 指标 集 。 这 样 ， 由 R 产生 的 复合 关系 PCRI ELA 
FRO AET), Ait, WIDE FORGET); 
MT =T, XTX XT, At, F(R) 也 记 作 FG ,tn;R) 
C=C DED 
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第 四 章 一般 逻辑 和 一 般 数 学 


ER, 研究 了 有 穷 性 逻辑 和 有 穷 性 数学 , 并 指出 “有 穷 性 ”所 
带 来 的 不 足 , 作 为 对 比 ， 在 3. 2 节 还 简单 介绍 了 无 穷 带 辑 Loe E 
章 末尾 ， 还 介绍 了 有 穷 命题 演算 和 无 穷 命题 演算 ， 这 就 为 本 章 的 
讨论 打下 了 基础 .一般 逻辑 ( 记 作 学 ) 和 一 般 数 学 ( 记 作 MA) 是 
OB se SLES AR ES BS a HE A A m 
LALA Lgl Lo ARK RAE: 不 再 将 语法 和 语义 分 开 , 并 且 可 
随意 应 用 Cantor 集合 论 . 而 这 些 特点 ， 正 是 除数 理 逻 辑 之 外 的 各 
门 数 学 所 遵守 的 .本 章 还 将 进一步 比较 和 分 析 它 们 的 同 异 。 


第 一 节 一 般 逻 辑 和 一 般 数学 的 定义 


圭一 章 在 介绍 无 穷 命 题 演算 后 ,引入 所 请 的 复合 关系 ,现在 简 
单 重 述 一 下 。 
ERIT EHAR AET EARD, IBA, 由 尺 产生 
的 复合 关系 F(R) 定义 为 
FRE) ET) WA ATID Feti RIET) CSP); 
WATH=T.X-- XT. FOE 
Foltyn tes RD G= Cyst JET), CSP(T), 
当然 , 还 可 设 尺 为 了 XP(T) 上 的 关系 ,那么 , 由 民 产 生 的 复 
合 关系 (CR) 定义 为 
Fe(RO A: Z) ET xX PTY CEPT X PCT), 
有 时 也 记 作 Feta R), eD ETX P(TYCCP(T XPT); 
但 是 ， 当 从 另 一 角度 看 时 ， 妈 当 认 为 尺 是 
T =T x PUT) 
上 的 关系 时 , 那么 , 由 R 产生 的 复 会 关系 CR) 定义 为 FARE): 
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LET) COT’ 。 这 又 归 到 前 述 情况 了 。 
1.1 MEE 学 的 定义 
AX, THEBHEER.S 由 下 述 三 部 分 梅 成 : 
《1》 对 任意 的 区， 有 连接 词 的 集合 
Hy, =(FeICEPCX)}s 
D 对 任意 的 X， 任 意 的 了 ， 公 式 的 集合 
区 := 艺苑 
而 Su= {Fe(R)|FcEx,R 为 XX 上 的 关系 } 
称 作 数学 公式 集 ， 
Z, = (Fount € TDP) 
称 作 逻 辑 公 式 集 。 
3》 对 任意 的 了 ， 一 般 推 理 规则 集 


Sos (Fo, (pnt ET) FFn, (eat ET) (Di SD:SP CP} 
这 里 的 “任意 ”， 是 为 包括 各 种 公式 〈 邵 不 单单 是 无 穷 命题 函数 的 


标准 析 取 范式 )， 及 包括 所 有 可 能 的 推理 。 
12 ”一般 数学 CS) 的 定义 


BX, TOMER MAR. MER S 中 的 一 般 数学 MG) 


包括 下 述 五 部 分 : 


CD 对 给 定 的 X, X 上 的 关系 只 , HX 所 决定 的 连接 词 集合 


各 x={Fc|CEP(X)), 且 称 R(z)(zEX) 为 原子 公式 ; 


D 对 给 定 的 天， 数学 公式 集合 Sy — (FAR FE) 
D 对 任意 的 了 ， 逻 辑 公式 集合 Z= {Fot ET) IDS 


PTY}; 
《4) 数学 公理 集 AyCHys 
O MERRITT, 一般 推理 规则 集 
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Go {Fo (pst ET) Fo, (pt ET) DEDEPT)). 

现在 举例 说 明 前 述 定义 。 

例 1 证 明 pi Apel pi V pz 

itat, We T=(152), 

按 定 理 26 的 证 明 ， 必 有 D ,DeSP(CT)， 使 

BLA bp = Fo lhat © Tb V pr = Polat € Th 
Bve Aer] SERY pleats D1 一 {112)); 
MV aAVe=1 XARA n= Re =1.R p= p= 1,-. d= 

H {2}, {1,2)}s 

显然 DCD, BARE. 

例 2 TA pA palp 

此 时 , 取 了 = {12 ERs pi A pAn ERY Dy = ( (1523) TT 
疡 相应 的 Da={(2)},(1,2}), BR, DCD, HE, 

AS ER | V pot ET. 

T CHE, HALET. 
Vol HERS 5l R p= lEI PHL GET) 

志 相 应 的 DD= (itoh) UA AST) = (h UAJAST?}, 
WRNGA, Vp 相应 的 DD 一 P(T) (4ER DED BOE 
ie, 

例 4 证 明 pA Crp. Hozo 
Meat, T= {1,2}， 
SpA Gimp) = 14 AR = LE p= 1 REY Dy = 
((1,2}}5 
而 p= 当 且 仅 当 k=l RASH ps 一 1， 故 p: 相 应 的 Ds 二 
{{2},01,2}}; 
BR, DOD WEH. 
PAS iE p Aple. 
此 时 ,人选 T= {1,2}。 
Sp AT pe PARR, RELY Di 一 站 
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而 p。 EH D= {{2},{1 ,2)}; 

BR, DSD, RAE. 

Pre EH al pV: 

此 时 ， 取 了 一 {1,2) 。 
一 思 : 相 应 的 DD 二 {{1},{1,2}); 而 pe V ABM D= PCT) 5 
显然 有 DiS Dd, TE. 

例 7 EFA CC po pF 2) Ee Cp pr) 

dit, HET =(0,1,2}. 

由 第 三 章 定理 26 证 明 后 的 讨论 知 : 
AO ae pn pO ME D, = DhU DUD) = 
DUD UDD =D, ND N D= {10:12} R PDE pt 
应 的 集合 ; 下面 同 ;而 pn C n p A D= D.U 
DUD =D U W ADD = l t1) 2) 2P 2) 
{0,1,2}}= 8, {1}, {2} {132} {0,1,2} } 

KERA, DGD, WH. 


例 8 “ 群 就 是 一 个 一 般 数学 六 (22)( 即 一 般 群 )。 
因为 ， 按 定义 ， 如 下 可 见 ， 
(D 给 定 的 叉 ， 即 为 群 的 元 素 的 任意 x 序 组 (x 一 1,2,3,…)， 
亦 即 
X=GUC UGU = EH, G 为 群 的 元 素 集 有 上 的 关系 
R, MIXE zE XRO HHRH 
2EG'EX, E r= (ay sarr) TE GU=1,2,3), 
Bacem e AEH e” p G 的 代数 运算 ; 由 天 决定 的 连接 词 
的 集合 Z= (Fel CEPO) AMER ci. at, AEGEX, R 


(2, a, 2D) RAM A 的 原子 公式 (或 说 忍 (z) 为 原子 公式 ， 
而 zcE CSXX)。 

D BM RCE ARR Sy = (FeO FEZ ,其 即 为 
群 G 所 讨论 的 全 部 命题 ， 比 如 ， 群 的 公理 (有 关 封 闭 性 》 
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VEG osd AV Rx ay7,)) EH 


ALA 
AEG EGE ap EEC 
BEEN C= {G} X {G} X (P (G ($PP (X); X 比如 , 群 的 公理 
ARB EAD 
AG o Vo R Girs ter tO A R (xas rs 2) A 
2186 EG EG EG EG EG 


Rte as105) ARCaiy te, To)) (或 A V a BTs 


Cpe ae GE Cryer age 
HOA Ray ras Te) AR (22551505) A Rai +25945))) 
它 相 应 的 C= (GFX ( PG 18} )3, 
(3), OTARRE. 
(4) RMA AR 4v 即 群 的 任 一 组 公理 , 如 第 三 章 例 3 
中 所 选 的 群 的 公理 ， 即 除 上 述 二 条 外 ， 尚 有 另外 二 条 公理 ， 这 里 
略 去 。 


第 二 节 MER Z 利 一 般 数 学 MOHR 


名 和 前 ( 艺 ) 的 解释 , 是 随 所 给 的 X 的 不 同 而 不 同 , 且 也 随 X 
上 的 关系 尺 的 不 同 而 不 同 。 但 只 要 这 二 者 给 定 了 ， 其 他 也 就 相应 
地 定 了 .详细 情况 如 下 。 


21 公式 和 推理 规则 的 解 靶 


X 解释 为 不 同 数学 的 对 象 域 , 或 称 论 域 。 
关系 尺 解 释 为 X HTAR, 原子 公式 RCz) 和 解释 为 上 的 命 


1, zER; 
Bi. Re) = rEX—R, 


MB Pee Py(COPCX) RBH X -元 (或 |XX|- 元 ) 的 命题 
连接 词 ， 公 式 FAR MOR IX|-RAKAR, BE, XIRRX 
He, FR, 

BRO Fo(p.:tET)(DCP(T)) 解 释 为 |T|- 鞠 复合 命题 。 

一 般 推理 规则 “Fo pte T) Fo, (pit ET) DED SE 
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POT) SE ATR KR 
“Fo hut ET)>Fn, bat CT) (DiSD,CPT))". 


22 A D) 的 结构 


称 X NMRA R RE MOA R M oe TE 
-of 中 定义 语义 推演 关系 ， 

对 任何 原子 公式 RG HERG) SAY ce R GRICE 
R(@)=1); 

而 对 非 原子 公式 FcCR) A EFRA Fc(R)=1。 


由 此 , CREO. 显然 有 : 对 任 给 公式 CH), 
当 将 它 解 释 为 命题 时 , 其 或 者 为 0, 或 者 为 1, 亦 即 op 或 者 
AEN. 


2.3 MA ee 


MA OS .or 称 作 其 模型 。 如果 对 MOWER 
PE Au, 均 有 

=o) Hunt AEE An 

MA) HAARE VCH, MAR CPHL ER 
关系 , RIP 能 语义 地 推演 出 p, 记 作 Wie, WMR © ey HET 
Be (A Eh) BE eR CRE wee). 

在 不 致 引起 混淆 时 , 常 将 Ade, Meee 也 称 作 Me 
的 语义 定理 。 

例 9 ( 续 例 8) ” 任 给 一 个 具体 的 群 ， 都 是 例 8 的 一 般 群 的 一 
PN. BR, 也 可 给 出 上 述 群 的 一 个 结构 , 但 它 却 木 为 上 述 群 的 
BON RD .在 群 的 在 一 结构 中 ( 包 措 库 的 模型 在 内 ), 群 的 
任 一 公式 ,自然 要 么 为 真 , 要 么 为 假 ;， 但 对 一 般 群 而 言 ， 可 以 有 
群 的 公式 p CHM, 假 性 未 定 .然而 , 对 一 般 群 的 任何 定理 ,在 和 
的 尾 一 模型 中 均 是 成 立 的 。 
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24 一 般 数学 a Sa SESE 

称 一 般 数 学 MEERE, wE UORREN, MANE 
义 上 讲 ， 是 唯一 的 话 。 

BA, BRA: 

定理 任何 具体 的 一 般 数学 MP ) 均 是 语义 完全 的 ， 即 对 任 
PE Sy RHE, HAET 

证 明 因为 从 2.2 的 讨论 知 ， 在 六 GZz) 的 结构 中 ， 总 会 有 三 
po RAAT pet 放 ( 和 学 ) 又 只 有 一 个 模型 , 故 定 理 的 结论 部 成立 。 

例 10 自然 数 的 算术 是 一 般 数 学 MA. 


因为 ， 给 定 的 X. 可 了 束 为 四 个 运算 各 “自然数” 的 任意 -F 
组 (x 二 1,2,3,.…)， 机 


= {a,b,c,e} X On, 
其 中 ， labre BRAMER, 而 N 为 自然 数 集合 。 耐久 上 的 
R, WH: WEG. DEX RG. HY 
DRA iat = Cy 2 JEX, H x tl=x; 

2) 或 者 =F. Cr rey) EX, Bator: 

3) 或 者 iet rapa EX, H anrs 

DRA =e =a EX, Bown. i 
该 条 (GZ) 的 其 他 各 项 ， 略 去 。 ， 

因为 该 一 般 数 学 MPAA + 故 其 也 是 语义 完全 的 。 


第 三 节 ”总结 和 讨论 


在 第 三 章 的 3:2 小 节 , RENAS EZANA FERFE 
了 注 记 和 评论 , ASTER Lo RE, 我 们 对 第 去 章 和 第 四 
章 的 内 容 (这 全 是 有 关 数 学 逻辑 的 ) 作 一 总 结 ,并 作 一 简单 讨论 。 
第 三 、 四 两 章 中 讨论 计 的 数学 逻辑 计 有 ` 


ES Li DSLR, Leyes Pw Z MAIS EP. Po RR RL 
EEE (或 更 确切 地 说 , LOMAS RIE Pott 
起 .可 以 说 , LAM HER, 均 包含 Pw 在 内 。 和 Pw 完全 相当 的 
是 有 穷 命题 演算 .第 三 、 四 两 章 中 , 均 讨论 或 读 起 了 命题 函数 ,其 
与 命题 演算 的 关系 是 ， 命 题 函 数 将 相应 的 命题 演算 的 公式 ， 按 语 
义 等 价 与 再 分 成 了 等 价 类 ， 而 命题 函数 正 可 以 看 作 是 这 等 价 类 的 
代表 《请 注意 ， 这 里 的 命题 函数 、 命 愿 演算 既 包 括 有 穷 的 ， 也 包 
括 无 穷 的 在 内 ) .在 第 三 章 第 四 节 中 还 讨论 了 无 穷 命题 函数 ， 并 作 
为 附注 ,证 明了 无 穷 命题 演算 的 完全 性 ,按说 , 无 穷 命题 演算 是 最 
一 般 的 逻辑 了 , 即 其 抽象 性 和 杠 括 性 是 最 强 的 .但 正 是 由 于 这 种 抽 
象 性 ,使 其 失去 了 研究 命题 本 身 的 结构 之 可 能 .在 Pw 中 ,引入 形式 
推理 符 导 “Hs”, 其 他 命题 演算 中 的 推理 符号 为 “H- ”。 请 注意 , 在 
无 穷 命题 演算 中 ， 是 不 能 将 “上 - ”作为 “形式 ”的 推理 符号 看 竺 
的 ,在 各 逻辑 演算 中 ， 均 以“ 中-” 作 为 其 语义 推演 符号 。 

现在 总 结 一 下 介绍 得 最 多 的 逮 辑 演算 LA LA 称 作 调 词 演算 、 
ORS. 或 一 阶 调 词 演算 等 .一 般 的 逻辑 书 中 ,大 多 是 只 介绍 
Li ,我 们 在 第 三 章 第 一 节 、 第 二 节 重 点 地 介绍 了 。 具 体 说 来 ,分 
成 六 部 分 作 了 研究 。(1) 符 号 集 4s 一 AUS。 其 中 4 称 多 和 辑 符号 集 ， 
而 3 称 数 学 符号 集 。(2) ARMA CAS ,其 是 由 4s 中 的 符号 ， 
按 形成 规则 组 合成 的 任意 有 穷 长 的 字 的 集合 。(3) 语 义 , 即 按 一 种 
统一 的 方法 解释 5 中 的 元 素 ， 使 与 数学 中 的 命题 相对 应 .如 用 数 
FASE, MAHUR TLS (051) ER REY A eE 
HRE On BEE. COREENE EERUN 
式 证 明 .前 者 即 是 禄 某 种 “组 全 ”规则 确定 ,如何 从 已 知 的 公式 得 
到 它们 的 准 论 ， 或 者 是 结论 : 且 这 种 “组合 ”规则 完全 是 “ 形 
R” 的 , 即 完全 从 公式 的 “ 翌 子 ”就 可 得 到 它们 的 推论 .而 后 者 则 
是 指 如 何 有 限 次 使 用 这 种 推理 规则 ， 得 到 所 谓 的 形式 证 明 ， 或 者 
说 , 是 其 最 后 一 个 结论 的 形式 证 明 过 程 。(5) 正确 竹 和 完全 性 。 即 
先 给 出 自然 的 标准 ， 而 后 证 明 上 述 (3) 和 (4) 二 者 是 相 “ 等 
价 * 的 . 亦 就 是 说 , 按 上 述 形 式 证 明 的 过 程 , 证 得 数学 定理 ,其 是 
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FPR BEB. (6) 讨论 的 性 质 ,主要 讨论 的 是 工 -S 性 和 
紧 性 , 而 没有 讨论 疾 谓 的 可 插入 性 .从 模型 论 的 角度 看 , 这 二 性 质 
ELMAR ER, RE LIWARS (协调 的 ) 可 以 有 各 
种 各 样 、 十 分 丰富 的 模型 .但 也 正 是 由 于 这 些 性 质 ， 说明 [i 的 表 
示 能 力 有 一 定 的 局 限 。 

现在 小 结 一 下 LAM 13, 实 际 上 ， 这 两 种 逻辑 演算 也 是 可 按 
， 分 成 六 部 分 进行 讨论 ,只 是 由 于 是 在 讨论 L 基础 上 作 的 研 
Fis 为 避免 重复 才 讨 论 得 较 少 ,Zi 不同 于 Li 的 最 根本 处 ,是 引入 
了 二 阶 变 元 和 二 阶 量词 . 正 由 于 此 ,克服 了 二 的 某 些 局 限 狂 .但 因 
为 五 的 二 阶 公式 蕴涵 了 不 可 数 无 穷 ， 而 其 推理 规则 又 是 形式 的 ， 
ERT LS 是 不 完全 的 逻辑 系统 ;但 这 并 不 排除 增加 非 形式 的 推理 
规则 ， 使 其 达到 完全 。 葡 不 同 于 Li 的 最 根本 处 ,是 引入 “有 不 可 
数 无 穷 多 xz, 使 ……” 量 词 .这 种 逻辑 克服 了 i 不 能 将 可 数 无 穷 从 
不 可 数 无 穷 中 分 出 来 的 缺点 ， 但 对 蝎 高 的 不 可 数 无 穷 ， 仍 难以 界 
WARE, LAA Le, 

Ee ASHER LS ,其 是 上 述 LL) ,成 等 等 逻辑 的 
WARR MILH 的 研究 可 见 , 任何 满足 有 穷 性 原则 ( 即 公式 集 
合 ， 公 理 集合 、 推 理 规则 均 递 归 ， 从 而 定理 集合 递归 可 枚 举 ) 的 
逻辑 ， 均 不 能 刻 划 《或 抓 住 ) 无 穷 论 域 ， 而 如 果 使 这 种 逃 辑 描述 
的 数学 完全 了 ， 也 仍 不 是 说 ， 就 抓 住 了 无 穷 论 域 ， 只 不 过 是 由 于 
所 给 的 非 好 纤 符 号 太 贫乏 ， 无 能 力 表示 这 不 同 的 无 穷 论 域 ， 亦 即 
无 公式 来 区 分 这 不 同 的 无 穷 论 域 (实际 上 ， 正 是 这 种 公式 造成 的 
BRAD .不 过 , RT LL 没有 对 其 语义 作 讨 论 , 而 仅仅 是 讨 
论 了 语法 ， 引入 了 推理 符 避 “ E”, 没有 引入 语义 推演 符号 “ 片 ”。 
由 于 成, 三 具有 正确 性 和 完全 福 , BURA EOE, 故 作为 它 
们 的 共和 辣 考 的 抽象 的 ,好 使 引入 “ER”, 讨论 它 的 语义 时 , 也 
无 法 使 [的 语法 推理 与 语义 推 洽 相 等 价 . 而 只 能 分 情况 研究 
之 .有 兴趣 的 读者 不 妨 试 研究 一 下 。 

现在 看 一 下 Ls。 它 是 一 种 无 穷 迎 辑 .其 有 关 量 词 的 规定 与 
L 的 完全 相同 ,但 由 于 其 允许 使 用 无 穷 合 取 “A ”和 无 穷 析 取 
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“Ve” (严格 说 , 仅 允许 是 可 数 的 无 穷 合 取 和 析 取 )， 故 其 连接 的 公 
RARER AFAR OUR. 二 阶 基 闻 公 式 “YXXa” 尽 
管 形式 上 上 是 有 穷 性 的 ， 但 当 进行 语义 解释 时 ， 这 种 公式 却 相当 于 
把 具有 寡 集 个 公式 由 “A ”连接 起 来 了 )。Z 的 推理 规则 不 全 是 形 
AH WEP, LCE. LER, RH 
显 ，Z。- 又 不 能 描述 所 有 的 二 阶 公式 ,可 以 说 ， 现 有 的 数学 几乎 均 
可 由 三 和 工 ,来 刻 划 ,因而 ， 若 能 建立 一 个 包括 LR LatEA 
的 、 且 既 正确 又 完 全 的 逻辑 系统 ， 则 无 疑 基 一 件 有 十 分 重大 意义 
的 禾 究 成 果 。 

最 后 ,我们 来 看 一 下 一 般 逻 辑 S 和 一 般 数 学 MH .它们 是 
一 种 新 的 不 同 于 上 述 种 种 的 逻辑 .尽管 其 也 引入 了 语义 推 福 符号 
后 ， 及 一 般 椎 理 符号 “ 收 ”, 但 从 实质 上 讲 , 该 “小 ” 同 其 语义 
ERAS =”, 这 从 定理 26 HERRAS 1 到 例 7 的 证 明 中 是 
可 见 的 , 也 就 是 说 , 那里 仍 是 在 进行 “语文 验证 ,另外 ， 订 (2) 还 
有 几 个 特点 如 下 : 

D 其 中 所 给 的 卫 ， 不 应 看 成 是 给 定 的 ， 而 应 是 “任意 ”给 
定 的 , 或 更 确切 地 说 ,是 集合 变 元 , TRIMAX Ais 由 
此 ， 多 wn 也 就 成 为 区 的 函数 了 , 且 这 种 函数 的 取 值 , 正 是 命题 函数 
集合 ， 即 按 语义 等 价 与 否 将 公式 分 成 的 等 价 类 。 

C2) 让 ( 乡 ) 是 可 以 刻 划 二 阶 办 辑 中 的 二 阶 公式 、 甚 至 各 阶 公式 
的 .这 取决 于 所 给 的 X 的 值 Xs。 亦 即 ， 潜 其 不 是 简单 的 元 素 集 合 ， 
而 是 


Y x PY), 
则 既 可 刻 划 一 阶 也 可 刻 划 二 阶 公 式 ， 等 等 。 
C3) 训 (他) 的 一 般 推理 并 非 刻 划 的 真正 的 证 明 过 程 .实际 上 ， 
仍 是 语义 验证 .因而 ,也 就 不 会 有 如 前 述 各 种 馆 辑 的 所 谓 完全 性 定 
理 。 
总 之 ， 租 ( 红 ) 有 不 少 新 的 特点 ,但 仍 需 进行 深入 的 研究 。 
以 上 这 些 所 谓 的 “总 结 ”、“ 小 结 ”、“ 讨 论 ” 等 ， 可 能 并 无 反 
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映 了 前 边 所 讲 的 内 容 , 甚 至 可 能 有 不 确切 或 者 错误 处 .因为 这 不 是 
以 数学 方式 描述 的 ， 所 以 也 就 难以 说 得 一 清二 楚 ， 甚 至 可 能 造成 
错误 的 理解 .总 之 , 若 轴 到 与 前 边 讲 的 不 一 致 之 处 , 自然 以 前 边 的 
严格 的 数学 描述 和 证 明 为 准 。 这 里 仅仅 是 给 读者 提供 一 个 咀嚼 和 
进一步 思考 的 线索 。 特 此 说 明之 。 
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第 五 章 E S i 


本 章 要 讨论 朴素 集合 论 、 公 理 集合 论 和 ZF 系统 ,这 里 的 朴素 
集合 论 主 要 是 由 G、Cantor 所 建立 的 ,鉴于 有 关 读 者 在 其 他 一 些 
课 中 已 有 所 了 解 ， 所 以 为 了 节省 篇 幅 ， 这 部 分 内 容 ， 主 要 是 讲解 
序数 .这 里 所 讲 的 公理 集合 论 , 是 为 避免 店 论 而 发 展 的 , 应 特别 指 
出 的 是 ， 这 种 公理 集合 论 既 非 实质 公理 (好 对 象 是 先 于 公理 而 存 
E), 也 非 形式 公理 { 即 一 阶 逻 辑 公理 ) , 故 不 同 于 ZF .本 章 要 讲 的 
ZF 系统， 则 是 用 一 阶 逻 辑 表述 的 公理 集合 论 , 如 所 周知 ， 其 也 称 
作 Zermelo-Fraenkel 集合 论 。 


第 一 节 ARB 


关于 集合 的 定义 ， 我 们 采取 肖 文 灿 在 1939 年 的 书 “ 集 合 论 初 
步 ”中 所 给 出 的 ,他 说 , 集合 是 “ 吾 人 直观 或 思维 之 对 象 ， 如 为 相 
异 而 确定 之 物 ， 其 总 括 之 全 体 即 调 之 集合 ; 其 组 成 此 集合 之 物 请 
之 集合 之 元素 .”“ 所 谓 相 异 者 ， 取 二 物 于 此 ， 其 为 同一 ， 其 为 相 
蜡 ， 可 得 而 决定 ,而 集合 所 含 之 元 素 万 有 鼻 此 不 同 之 意味 。 所 谓 确 
定 者 ， 此 物 是 否 局 干 此 集合 ， 一 望 而 知 ， 至 少 在 概念 上 可 以 断定 
其 是 否 为 该 集合 之 元 素 . 盖 合 于 菜 条 件 之 集合 , 须 其 界限 分 明 , 不 
容 有 模糊 不 清 之 胜 。” 

上 上述 定义 是 十 分 清楚 明白 的 .本 节 就 在 这 种 定义 基础 上 讨论 
基数 、 序 数 和 起 穷 归纳 法 。 


1.1 RAZR ERD 


贝 集合 之 定义 ,两 个 集合 相等 与 否 ， 完 全 由 它们 的 元 率 相 同 
与 否 来 决定 ,这 无 需 多 加 讨论 .但 要 比较 集合 之 大 小 ， 却 没有 这 么 
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简单 了 。 设 自然 数 集合 
N = {1,2,3,4}, 

对 于 N 的 任 给 的 两 个 有 穷 子 集 ， 那 也 容易 知道 它们 的 大 小 .但 对 
侦 数 集 上 二 {2,4,6…} ,与 N 相 比较 ， 当 然 EGN; 然而 若 将 1 与 2 
对 应 ,2 与 4 对 应 ,3 与 6 对 应 , … 一 般 地 , nEN, Flee ER, 可 
见 ， 从 对 应 角度 看 ，N 和 EE 的 元 素 一 样 多 , 也 可 以 说 是 一 样 大 小 
的 ,不 难 知道 , 对 有 穷 集 来 讲 , 真子 集 即 比 原 集合 小 ; 而 对 无 穷 集 
来 讲 ， 却 是 不 一 定 的 。 

称 集合 4 与 集合 巨 对 等 , MRE 4、 互 间 有 一 个 双 射 ( 即 1-1 
的 满 射 ). 用 .“~” 记 “对 等 ”。 

HR, 对 等 是 集合 间 的 等 价 关 系 , 故 将 集合 分 成 了 等 价 类 .对 
任 给 集合 A. 我 们 定义 4 的 势 为 ”4= {B1B~A); 不 难 理解 , 所 
有 与 4 对 等 的 集 作为 元 素 而 构成 之 集 ， 它 们 的 特征 是 彼此 对 等 ， 
对 A 可 理解 成 是 4 的 元 素 “ 个 数 ” 之 抽象 .故我 们 也 称 4 为 基数 ， 
记 作 a. 

W, B N= (mlm EN, A m<n} RHE nN IBA N= 
(BIB~N,)} WRN ATEZ CRAB ne 比如 个人, 
PAP nE, BEA, NBD “Pin” 的 抽象。 

现在 , 我 们 定义 集合 的 势 或 基数 的 大 小 ,车 基数 a= 有 4,8 二 8， 
HARTA A IEAB WE pR a RN ABA 
不 对 等 于 B) 时 ,定义 a>B 或 pca 

很 易 知道 ,会 有 a<8 H pKa 同时 出 现 的 情况 .再 由 上 述 定 
义 , 若 此 时 不 能 证 明 a 一 8( 即 4~B), 则 必 有 a<8 H 8<a 同 时 出 
现 . 故 这 种 比较 基数 天 小 的 定义 趋 于 失败 .因此 ,必须 证 明 : 

定理 (Cantor-Bernstein) 若 «<£ H pLa, Ml] e=, 

为 证 上 述 定理 , 先 证 下 述 引 理 ， 

IE BRA Ao,A1, As 满 足 ADADA, A A~ Ao. M 
A\~Ao. 


“hive 


证 明 Az~ Ags H Ao Al HE ALF ARES. 可 使 

AT Av Any As Als RR. BA As~ Ar ADA RUAA ACAD 

4 一 4:, 售 此 类 推 ， 得 : 

ADADA DA DADAD 
As ~ AssAi ~ Ap Ar ~ A, Ay ~ Ass 

“ 土 述 对 等 均 是 同一 双 射 ， 
A A 
& D=AN CAA WH: 

Ay = (Ay — AD U CA — Ad) U (Ar = A) U CA = ADU U D 


D< t 
aD OUR A Uy APOE A U-- UD 


ERR PS Oy AAC, 且 如 双 箭 头 所 指 的 双 射 ， 可 将 4 和 
4: 对 等 起 来 . 故 AoA 

现在 ,使 用 该 引 理 ， 来 证 Cantor-Bernstein 定理 : 由 <A, 
<a. BI A~BLCB, B~A,CA, 从 B\CB~A,, RA ACA, 
使 ABe Ait, ADADA. HA~A,, 使 用 引 理 , A A~ 
AB, ROEE. 

JA Cantor-Bernstein 定理 , 可 知 : =p, a< 8 或 e>8 三 者 中 
至 多 有 一 个 成 立 (" 由 定义 , 显然 < 一 8 A acA 不 能 同时 成 立 , 而 
同样 ,a 二 8, >f 也 不 能 同时 成 立 ! ME acs, >p 同时 成 立 ， 
HEX, MERE <f, Pas arp ANRI BARH, e< 
B EBS MRE ep, FD. 

但 若 要 上 述 比较 基数 大 小 的 定义 无 问题 , 还 必须 使 = 二 8, a< 
PR ica 中 至 少 有 一 个 成 立 。 而 要 证 明 这 一 点 ， 则 要 作 如 下 很 长 
的 介绍 。 

HAH N 对 等 的 集合 为 可 数 集合 

fli 车 放 Ro， 记 各 ,用 C 记 更，R 为 实数 集 ， 如 所 周知 ， 
C> ie, ACHP (IN), P (N) AN RA, 至 今 尚 无 结 
论 的 Cantor WEY CH. 

不 存在 u È C>>. 
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但 是 ， 如 后 面 所 指出 ,现在 不 少 人 认为 :Canter REPRE, 


1.2 BR 


设 给 定 集合 A. A 4 的 元 素 间 可 建立 一 个 二 元 关系 < (不 
WREE “EPO, E: 
(1) 对 4 的 任 二 不 同 的 元 素 a,， b, Ha<b, WEF ba 
(或 bXXa); 
(2) 对 4 的 任 三 个 不 同 元 素 4a, b, co Bach, b<c, Ma 
<e; 
BA, KASAM, <H A 上 的 全 序 关系 。 
设 必 为 全 序 集 4 上 的 全 序 关 系 。 称 woc 4 为 4 的 首 元 (或 
BTR). MRA 的 任何 其 他 元 素 a WH aa; 称 arEA4 为 


2 一 1 
amd 
BRERA ©, D SRWMWH. MIO D=R, 
BEA (0, D 的 不 可 数 性 来 说 明 R 不 可 数 。 
对 于 任意 给 定 的 瓜 ND) 0, D 的 一 对 一 映射 g， 设 ， 
gD =Oanaizris g (2) = Orcarieres g C3)= hantara y 
HE r= dziras ,其 中 ze F809 cu (R= 1,290 )s 
RZ EO. DAMES BRM nglar 
所 以 g 不 可 能 是 满 射 ， 故 〈0，1) 不 可 数 ， Mid RERS. 
由 此 获得 CO Wo. ， 
DER, PCN) 对 等 于 从 入 到 {0,1} 的 一 切 映射 所 构成 的 集合 。 
REGU: 


对 任 一 从 对 到 (0, 1) BHA. Mee 3% 


显然 ,Ec 一 [0,1], 且 易 知 ，G 不 是 一 对 一 的 ， 例 如 : 
a 


én) 


ar 


1 1 D 0 
+ 


(KRAUSER. RE Cm 二 1,3.5,…29-1), 只 有 可 数 个 .所 以 ， 


PIND=C+ So =C, 
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4 的 末 元 素 (或 最 大 元 素 )， WR 4 的 任何 其 他 元 素 4， 均 有 e< 
ar 对 任 eaE4, 称 4.= alaca EA) H AHE a 确定 的 截 段 。 
容易 知道 ，e 所 4.， 而 当 ao 为 4 的 首 元 素 时 ，4ao 一 g。 
称 全 序 集 4 是 称 密 的 ,如果 对 其 任 给 二 个 不 同 元 素 a. 5, 均 
BR CEA, Waech So 
MAE 4 的 任 二 不 同 元 素 4a, 8， 若 a<<8， 且 无 cE4,， 使 
a<c<b， 则 称 a 是 5 的 直 前 元 ， 而 5 是 a 的 直 后 元 。 
请 读者 结合 下 述 例 2 中 给 出 的 不 同 的 全 序 集 ， 理 解 上 述 各 概 
例 2 (a) ls 2, 3, 45 e; 
(b) 4,3, 2. 15 
Ce) ls 3, BeBs ds 6s =s 
O d) e5, 3, 1, 2s 4, 6s =s 
Ce) 1, 3, 5, mees 4, 25 
(CD 55 By ls 6s 4s 25 
(g) 有 理 数 集 Q 及 其 上 的 小 于 关系 < 


1.3 Fea 


现在 , 来 研究 全 序 集 的 比较 。 即 除了 用 “对 等 ”作为 尺度 比 
较 元 素 的 “个 数 ” 外 ， 还 要 比较 元 素 之 问 的 次 序 。 如 下 给 出 定义 。 

称 全 序 集 4 和 全 序 集 日 是 序 等 的 , iH ANB, MRA AB 
B HDH p TEA RHE asa, €A, H a Cadh, HA a dcpar). 
注意 ,这 里 地 ,地 分 别 是 4 至 中 的 全 序 关系 ,而 adad EB, 

BRA. BAXB, 则 4A~B; THA, BASH, ROPE 
成 立 的 《当然 ， 要 首先 建立 4，B 的 全 序 关系 )。. 上 述 例 2 中 的 
(a) 和 Cb) 显然 是 对 等 的 ， 然而， 并 不 序 等 。 

易 知 , 序 等 是 全 序 集合 癌 的 等 价 关系 。 故 将 全 序 集合 分 成 了 等 
价 类 。 对 任 给 全 序 集 4， 我 们 定义 4 的 序 型 为 

A= {B18 二 4，B 为 全 序 集 }。 
Hte 


例如 , 设 N 中 的 序 关系 为 “小 于 ”, JENA w, ERB 2 中 
的 〈b) FEAN, TUN’ 天 os 设 了 为 整数 集 ， 其 上 的 序 关系 为 
“小 于 ”， 并 记 TH x ME nEN, N.=N., 记 作 n. 

设 任 给 全 序 集 A, 并 令 H(A) = {A.la€ 4), 上 且 定义 二 (4) 
上 的 序 关 RS, 为 : (E As, Ae E H(A) Aann Ae 44 HRY AC 
As ABBE aKa), 

不 难 知道 ， 对 任 可 数 的 全 序 集 4， 可 在 有 理 数 集 FRIE 
FFE Q. ASQ, WERI. 


14 序 型 的 运算 


WAFER A,B, HANB=$4, 而 A 一 py, B=7; 构造 全 序 集 
5S 一 4 十 8,S 的 元 素 为 AUB 中 的 元 素 , BS 中 的 序 关系 按 A.B 
中 的 序 关 系 , 而 当 a€ 4，5EB 时 ,总 令 a<6。 称 5S 为 4 和 8 的 
全 序 和 又 设 S=#， 划 定义 十 Y=&。 

由 上 述 定义 ， 易 知 : Huso, otito I, FEE 
不 满足 交换 律 . 事 实 上 ，w 十 1, w 十 2，w 十 3，'…，w 十 za，… 这 些 均 
相互 不 相等 。 

车 定义 ota h aw, M Wt) +1, tw) 十 ?2，… 即 为 
wr2+1, w2+2, +5 BV, EM we Pte Wy a3, 定义 w-3 十 
wF wh, 

现在 推广 上 述 全 序 和 的 定义 。 设 也 是 全 序 集 ( 作 为 指标 集 )， 
对 每 全 ACD, AERE A, As AACN EDH ANA =p. 
ELFER S= EAS 中 元 素 为 ,J 和 4 中 的 元 案 ， 且 5 中 的 序 关 
FIRS AMPA, 而 当 a€ Aad CAA ACA BE BS a<a’, 


ESA (JAED WER S=E MK 号 Ame, 


由 上 述 推广 的 全 序 和 的 定义 ， 有: 
3 十 3 十 3 十 … 二 号 3, 记 为 3'w; 易 知 3*w 一 w 到 we3。 类 似 地 ， 


sai» 


atataten =F mH ww, KRA oy M wo tar et po = 
Z WA ww, EA w, e 


1.5 良 序 集 


车 全 序 集 4 的 任 一 非 空子 集 必 有 首 元 素 , 则 这 种 4 RERE 
集 . 上 述 例 2 中 的 〈a) 和 《c) WER, WG), @. ©), O 
和 (g》 均 为 非 良 序 集 。 

RAM BARR, UA TEER. 

性 质 1 4 的 子 集 均 为 良 序 集 。 

EE 与 集合 4 序 等 的 集合 也 是 眉 序 集 。 

证 明 注意 到 只 能 首 元 素 与 首 元 素 互 为 双 射 的 象 . 易 证 明 结 
EAEE. 

性 质 3 4 中 除 未 元素 外 ， 任 何 元 素 均 有 直 后 元 。 

证 明 任 取 eaE4, Ha PERTE, MFA Ua}, 4 一 (4。 
U tc) 是 4 的 非 空子 集 , 其 有 首 元 素 。 那 么 , RETRE a HH 
后 元 。 

性 质 4 4 中 不 存在 元 素 的 序列 (asjew* 且 满足 …<as<as<< 
Qo 

TERS ACA, 则 使 4 序 等 于 4 的 双 射 wm 必然 对 任 <E4， 
Hala (Hl wa) 一 或 ea)>>a)。 

证 明 用 反 证 法 。 若 该 性 质 不 成 立 ， 则 必 有 aE4， 使 wa)< 
aA, > 

M = falga) <a,a € A}, 

则 MAg, HM 也 为 良 序 集 (HERD, RM 必 有 首 元 素 a。， 当 
RUA Kacan Lay a EA, H PRR. Kola I< 
Aa), TA MELTE, ad E24, 这 与 ao 为 MANERA 
盾 . 因 而 证 毕 。 

性 质 6 4 不 能 与 其 任 一 截 段 序 等 ,也 不 能 与 其 子 集 的 任 一 截 
BES A 还 不 能 与 其 任 一 截 眉 的 子 集 序 等 。 
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证 明 由 性 质 5 易 证 ， 略 。 

性 质 7 4 的 在 二 不 同 截 毁 不 能 序 等 。 

证 明 由 性 质 5 易 证 ， 略 。 

MMS 3A., BH, RA ASB, 或 者 其 中 之 一 序 等 于 另 一 
的 截 段 。 

TER ”首先 ， 用 反 证 法 ， 从 性 质 7 易 证 ， 任 二 序 等 的 良 序 集 ， 
其 序 等 的 双 射 是 唯一 的 〈* )。 下 面 证 明 中 要 使 用 这 一 结果 〈 留 作 
练习 )。 

其 次 , 令 Ma 二 {ala€ 有 4, 上 是 AGH BFS, 5E B}, BA, A 
的 首 元 素 属 于 M, HMR a€ Ma， 则 任 a E A, Kae Ma 
CHERI) ARs» 或 者 MSA, 或 者 有 ac A, Mi= AW S 
Ma= 二 |5E B, H BAGH Aa FH. ae 4} ,那么 , 或 者 Ms=B， 
或 者 有 5EB, Ms= Bs。 

第 三 ， 我 们 来 证 Ms 全 Ma: 对 于 任 a€ M4, 由 Ms MAHR 
必 有 某 5E€Mas; 使 4 二 B。， 从 本 定理 证 明 开 始 的 结果 《* )， 知 这 
种 5 是 唯一 的 ; 反之 , 对 于 5E Me, 亦 有 且 仅 有 一 个 aeE Ms 使 Ba 
SA HOXHE a 到 5 构造 的 从 Ms 到 Ms 的 对 应 g 是 双 射 .现在 来 
证 这 p ERF HI. asar € Mas H a Lar Hla) =h y pla) = 
bes WH Aa =B ,其 中 , A, = (4。)。 序 等 的 部 分 设 为 (Bu a, o E 
BB 中 只 有 一 个 截 段 与 A E, ke RAEE bomb, BII bi <b R 
Ja 一 Ne。 

总 括 上 述 情况 ， 得 下 述 四 种 可 能 ; (1) M4 二 4, Ms 一 B;(2) 
Ma=A, Ms—B,, bE B;(3)Ma =A sa € A Mo =B; (Ma =A.» 
M5 一 Be,a€ 4A,5bE B. 但 其 中 第 (4) 种 可 能 是 不 会 发 生 的 ,因为 ,不 
然 , 由 于 有 4, 一 M4 二 Mp 一 Bs, 故 从 M4 的 定义 知 , aE M 这 又 与 
ada 一 4 矛盾 (…e<E 4,)。 而 其 他 三 种 可 能 即 是 该 性 质 所 需 证 明 的 。 


由 上 述 各 性 质 ， 即 可 在 良 序 集 间 建 立 全 序 关系 “<”， 
1 ERFA 4 均 大 于 其 任 一 截 段 4。，a€ 4; 
2. 任 良 序 集 和 4 的 二 截 段 A。，4,， 若 a<6, 则 AA; 
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3. [ERR A, B, MHRA ASB, 或 者 ACB, MA B< 


La 为 和 的 首 元 素 ， 则 4. 一 #， 其 为 最 小 的 内 凤梨 。 

性 质 9 设 路 是 互 不 序 等 的 良 序 集 为 元 素 的 集 族 ， 则 M 中 
有 最 小 的 良 序 集 。 

证 明 RAM, NA 不 是 最 小 的 《否则 ，4 即 所 求 )， M 
ARAH B, EHER VACA, $ BA; 令 

A, = {fala € A, HE BEN, jt B ~A} 

AACA, AEM ARF, BAAR AB, BUR AE 
义 知 Ath, 因而 4 有 最 小 元 素 ( 首 元 素 ), WH a 再 从 如 的 定 
Ri AB EM, 使 8' 二 4。,。( 清 注意 ， 4 是 4 的 由 wu 确定 的 截 
BL, WE CAD 那么， 显然， 该 B' 即 为 吕 中 最 小 的 良 序 集 。 


16 序数 


称 良 序 集 的 序 型 为 序数 .无 限 的 良 序 集 的 序 型 称 作 超 限 数 ( 也 
常 称 作 超 穷 数 )。 
例 3 0, l, 2, 3, =g 
w, wt], w2, 5 
oto Bl w2, e2+1, =e; 
2 十 四 即 w3, we3+1, 5 


Coe Coe C (wtw) +w) Peete) fe) 
ete) +e) sure) Fe 


nex” 
Bwrw Hl wt, wl ory 
afta, Cha) +1, (tw) +2, 5 
Co +o) 十 四 即 Ho, CHa) +1, -es 
C (e+) +H) +e Bl oe t+ae3, (Ha) +1, es 
Ge Ge (latte) +o) feta) +) 


wh re 
ew 


+ late 


Metter i rte, wtwtl, e 


wta + BY eo? ew Bla, w+ 1, crs 
“F 


上 述 这 些 均 为 序数 , 且 非 自然 数 表 示 的 序数 均 为 超 限 数 (当然 , 超 
限 数 远 不 止 上 述 这 些 ， 将 在 1. 7 和 1. 8 中 讨论 ) 。 
序数 的 大 小 由 相应 的 良 序 集 的 大 小 来 确定 ， 这 样 ， 任 何 序数 
均 可 进行 大 小 比较 。 
由 于 良 序 集 的 性 质 ， 序 数 也 有 下 述 性 质 。 
性 质 1 序数 集合 中 必 有 最 小 的 序数 。 
性 质 2 ”序数 的 集合 中 ， 以 序数 大 小 为 序 ， 则 构成 良 序 集 。 
EEI $W, {YI7<p,， 7 为 序数 }，p 为 序数 , MWA 


AMER, Wap, 

证 明 首先 , 取 4 为 良 序 集 , 且 4 一 ps 令 HA= (Ala 
EA} ,由 本 节 1.3 易 知 : HAHA, 
EM A=W, G AD =A BE AAR pe 
V EM HCA WIN RAY AAA Oe AA, Y 
是 单 射 (1-1 的 ); 再 因为 WW, 中 的 每 个 序数 7 之 py, 而 A=, 故 必 
有 aE4, 使 7 一 4。, HY XEMA 再 注意 到 CAD PER 
为 ; Ae 4. 当 且 仅 当 Ae CA. CORE 2 <a), W P BIH fE 
HAW EE. 
而 ， 由 上 述 得 : WSHA, Ase, RP =p, 

"145* 


性 质 4 设 4 为 良 序 集 , A A=p, MA RR AF y 
的 序数 来 编号 , BRAS {o| Y<. 

证 明 ”由 性质 3 的 证 明 中 立 得 。 

性 质 5 5 是 序数 的 集合 ， 则 有 一 序数 ， 其 大 于 S 中 任 一 序 


数 ， 

证 明 首先 , 对 任何 序数 x, 必 有 大 于 的 序数 x 十 1; 因此 ， 
若 5 中 有 最 大 序数 时 , 则 性 质 S 显然 成 立 . 故 只 要 证 : 当 S 中 无 最 
大 序数 时 ,定理 也 成 立 ,如 下 证 明之 ,因为 8 是 序数 集 ， 故 按 序数 
大 小 构成 全 序 集 ,对 任 HES. 取 良 序 集 4,, 使 A. 一 ,自然 可 使 得 
A aa ES G mrt, An NABOT, KES EE 
和 5 一 Z An RRS=E, M E= Z Am ZME ESU (ES): 
因为 8 中 无 最 大 的 序数 ， 故 对 任 LES, MA >u LES, he 
是 4 的 首 元 素 , 那么 ，4, 必 是 8 的 某 蕉 妈 S, 的 子 集 ， 故 让 良 序 集 
的 性 质 6，3 不 会 序 等 于 As tt e>wi 证 毕 。 

性 质 6 计数 十 1 称 为 序数 的 直 后 序数 ,而 称 为 z+1 的 
BASH HRA. 任 序数 上 均 有 直 后 序数 , 但 不 一 定 有 直 前 
序数 。 

我 们 用 9 记 良 序 集 # 的 序 型 ， 并 称 有 直 前 序数 的 序数 为 后 继 
序数 ,而 称 无 直 前 序数 的 序数 为 极限 序数 ,这 样 ,序数 可 分 成 0 后 
继 序数 和 极限 序数 三 种 。 


1.7 可 数 的 超 限 数 


称 可 数 的 良 序 集 的 序 型 为 可 数 超 限 数 .用 2 表示 所 有 的 可 数 
ERAS HR, MW Z, 也 是 良 序 集 . 例 3 所 一 一 列 出 的 即 所 有 的 可 数 
超 限 数 。 

本 小 节 和 下 一 小 节 , 我 们 要 构造 出 不 可 数 序数 和 不 可 数 基数 。 

命题 1 w 是 最 小 的 可 数 超 限 数 。 

证 明 易 证 . 留 作 练习 。 

命题 2 #ppEZ, 则 PHIEZ. 
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证 明 易 证 , 贸 作 练习 ， , 

命题 3 设 可 教 的 序数 集 SCZ. RAY 是 大 于 S 中 所 有 序 
数 的 最 小 序数 《由 序数 的 性 质 5， 可 以 这 样 假设 )， 则 7E Zi。 

证 明 车 5 中 有 最 大 的 序数 6， 则 7 一 # 十 1 属于 Z，( 由 命题 
2), 而 7 又 是 大 于 5 中 所 有 序数 的 最 小 序数 ， 故 命题 成 立 ,而 当 $ 
中 没有 最 大 的 序数 时 ， 且 由 y， 作 W,，( 如 序数 的 性 质 3 中 所 作 )， 
BAE Wi UW. HMF: 

车 fe WW, 则 必 有 AES, 使 SEW。, BW, Ms HM 
Epor W HY, EKI, FE Wy; 

E EEW M EST: 而 “7 是 大 于 5 中 序数 的 最 小 的 序数 ， 
不 能 大 于 S 中 所 有 的 序数 , HMA MES, PE 又“5 中 
没有 最 大 的 序数 ， 故 有 py CS) K> WA, 由 Wy 的 定义 ,人 E 
Ws (HA> m6), BIT EE UW 

由 于 Z, 是 所 有 的 可 数 超 限 数 之 集合 ， 放 任 jES，W, 均 可 数 
COW, = we SCZ). HASEB, AU WARD ECB aT 
集 之 并 , 也 可 数 ); 那么 , AEB) YW, 故 吧 "也 可 数 , 因 


iy ETH CLI=W,), YE Z, TE. 

命题 4 RTR, HZ, 

证 明 由 命题 3, 车 2, 可 数 , 则 比 2, 中 所 有 的 序数 均 大 的 最 
小 序数 也 应 属于 Z,， 故 /也 可 数 ， 因 而 得 > FR HEME, 

命题 5 比 2, 中 任何 序数 均 大 的 最 小 序数 记 为 W, 当然 ,Ww， 
是 最 小 的 或 说 是 第 1 个 不 可 数 超 限 示 。 

证 明 ”显然 事实 上 ,由 序数 的 性 质 3, W, 二 入 NUZ 二 入 + 多， 


=w 二 Zi, 而 N= {0, 1, 2) =}, 

命题 6 :是 最 小 的 不 可 数 基数 。 

证 明 ”由 mm=w 十 2 ,只是 最 小 的 不 可 数 超 限 数 , 故 xs, 是 最 小 
的 不 可 数 基数 。 
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1.8 序数 和 基数 


Be OM. ABER, Api OSA. OBIE 
数 p HER. 

那么 ， 对 任何 PE Zi =o 

METERS. $ Z= elpe) W EARE 
集 , 故 有 最 小 元 ws ,使 p) =R. ES RER, 则 相应 的 
Aprx 必 为 极限 序数 AA. 否则 ， 其 直 前 序数 mx 也 会 满足 
多 AN) 一 从 ,而 PC HDR Pay) = 88 SF toy BY “RD” BRAT 
盾 )。 称 这 种 序数 为 初始 序数 .如 对 so 而 言 , 其 相应 的 初始 序数 为 w 
《也 记 为 mw)， 而 对 只: 言 ， 其 相应 的 初始 序数 为 wo。 

SEAR. ZS) EË Zs. 

不 难 将 上 述 对 ZOVE ZA 2 至 命题 6 的 证 明 , 移 至 
对 ZC(WD 的 有 关 证 明 ， 从 而 得 到 第 二 个 不 可 数 超 限 数 we 和 第 二 个 
不 可 数 基 数 $*。 且 将 这 种 证 明 推 广 至 对 任 Zc,), 邑 可 得 到 下 述 两 
个 序列 ， 

ey 9 th, 40g 9 1 A819, 

更 可 得 到 下 述 结果 : 对 每 个 序数 p, 忆 有 一 相应 的 基数 六 ,使 

此 对 应 是 1 一 1 且 保 序 的 . 即 所 有 的 超 穷 的 基数 可 按 大 小 排 成 : 
Soo S819 May cory Sep Seca p ct p Sey p Seta yet 
在 作 了 上 述 讨论 后 ， 连 续 统 猜想 可 表述 为 
C = (或 2%, = 8), 

现在 ， 对 本 小 节 的 研究 作 一 焉 小结。(1》 MARMARA 
的 方法 是 将 “所 有 的 ”有 限 数 作成 一 个 集合 ， 且 按 从 小 到 大 的 次 
序 排 好 ， 得 到 w=, 而 NN 二 {0,1,2,…} ,可取 该 等 价 类 的 代表 为 
Ns (2) 从 可 数 到 第 一 个 不 可 数 有 类 似 的 方法 , Z= (ele CO 一 
Ne) ， 即 “所 有 的 ”基数 为 兴 o 的 序数 “之 和 ”; (3) 从 可 数 色 不 可 
数 还 有 另 一 种 方法 , 即 “所 有 的 ”8 .的 子 集 “ 之 和 ”, PO) 一 205 
O 而 连续 统 猜想 CH MERK. 由 这 两 种 方法 得 到 的 “不 可 数 ” 是 
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相同 的 。 

然而 , Cohen 在 其 经 典 的 论著 末尾 却 写 道 :“ 人 们 终 将 接受 的 
观点 是 :CF 显然 是 错误 的 .人 们 所 以 接受 无 穷 公 理 , 可 能 是 觉得 ， 
每 次 只 增加 一 个 集合 ,就 企图 穷尽 整个 全 域 的 观点 是 荒 谣 的 -接受 
更 高 阶 的 无 穷 公理 ， 也 是 基于 同样 理由 。%: 是 全 体 可 数 序数 之 集 ， 
且 这 种 得 到 从 的 方式 ， 仅 仅 是 一 种 产生 更 大 基数 的 最 简单 、 最 特 
殊 的 方法 .”“ 而 C 却 是 贝 全 新 的 更 强 有 力 的 原理 一 一 每 集 公理 所 
产生 .由 此 看 来 ， 利 用 替换 公理 去 构造 更 大 基数 就 一 定 会 达到 C 
的 观点 ， 是 很 难为 人 们 接受 的 .事实 上 ，C 应 比 8nsNo, a, (a 二 
= ) 等 都 大 ,”“C 作为 由 陡 增 的 新 公理 所 产生 的 异乎 寻常 丰富 的 
集合。 用 渐进 构造 的 方法 永远 不 可 能 达到 ,。” 构 造 出 %。 更 大 无 穷 的 
两 种 方法 , 当 用 于 有 穷 集 时 , 它们 的 结果 其 为 不 同 . 这 也 司 我 更 要 
信 上 述 观 察 。 


1.9 超 限 归纳 法 和 良 序 定理 


如 所 周知 ， 对 自然 数 的 性 质 pC) ,我 们 可 以 施 以 归纳 法 进行 
证 明 , 这 种 归纳 法 可 称 作 有 兹 归纳 法 ; 而 对 有 关 序 数 上 的 命题 ,我 
们 也 可 以 施行 归纳 法 进行 证 明 ,这 种 归纳 法 称 作 超 限 归纳 法 。 

设 Ty) 是 一 个 有 关 序 数 的 命题 ,如果 满足 

CL) SEAR po T(E 

(2) 若 对 任 7，A SUY), ETUER., WETO 
也 正确 ; 
那么 ,对 任何 序数 p> TO SIE ME. 

现在 ,来 证 明 超 限 归 纳 法 的 正确 性 : 用 反 证 法 。 车 有 po E 
TOPER, RAR DA > p> 使 TC ) 不 正确 , 也 就 是 说 ， 
对 任何 po poe? TOO EW BEER (2). 又 得 到 Ty) 
是 正确 的 ,矛盾 .证 毕 。 

由 1.8 的 讨论 ,我们 不 但 可 以 比较 各 个 不 同 的 序数 , 也 可 以 比 
较 各 个 不 同 的 基数 .但 是 , 任 给 一 个 集合 ,能 否 将 它 排序 之 后 , 使 
其 变 成 一 个 良 序 集 ? 答 案 是 肯定 的 。 但 有 一 个 前 担 ， 即 必须 首先 承 


9 


认 选 择 公 理 CAC) .就 是 说 ,使 用 选择 公理 (AO, MILEAR 
序 定 理 。 

选择 公理 (AC): SS EES A ERK Fe FE 
的 选择 函数 了， 使 对 任 SEF, HA FOES. 

和 良 序 定理 ”任何 集合 S 均 可 良 序 化 ， 即 可 将 其 元 素 排序 ， 使 
其 成 为 度 序 集 。 

证 明 由 $， 可 得 其 交集 组 成 的 集 族 PCS), HAC 可 有 
PODERE RR S WA S 如 下 排序 ， 

ae 一 CS)， 即 为 首 元 素 ， 

a= FCS — {aq} ) a= FCS — laosa t) eee 
使 用 超 限 归纳 法 ， 假 设 对 任 u<, WERT a,， 则 定义 a= 
f(S— {an|pccy，anES))， 
RH, BAS 之 后 ， 按 次 序 新 定义 的 $ BR. MARR, 

以 上 是 使 用 4C 证 得 了 良 序 定理 ,实际 上 , 使 用 良 序 定理 , 也 
可 以 证 明 选 择 公理 ,就 是 说 ,这 二 者 是 相等 价 的 .在 方 嘉 琳 的 书 中 ， 
作者 列 出 并 证 明了 AC 的 九 种 等 价 形式 , 张 锦 文 在 ¢ 公 理 集 合 论 导 
引 》 中 列 出 并 证 明了 八 种 等 价 形式 ， 而 谢 邦 杰 列 出 了 24 种 等 价 形 
A, 并 证 明 其 中 四 种 .我 们 将 在 第 三 节 “ZF 系统 ”的 3. 2 中 , 再 列 
出 另外 九 种 形式 ， 并 给 出 其 中 七 种 相互 等 价 的 证 明 。 

在 1. 8 小 节 末 尾 ， 主要 是 摘 译 Cohen 的 话 , 对 CH 作 一 小 结 。 
RE, 也 作为 介绍 朴素 集合 论 的 结束 ,对 AC 作 一 点 汇总 和 评论 。 
AC 不 但 是 集合 论 的 重要 公理 ， 也 是 其 他 数学 论证 的 一 种 基本 方 
EAC 的 种 种 等 价 形式 , 正 是 适应 现代 数学 的 不 辣 领域 的 需要 而 
产生 。 但 自从 使 用 AC, 证 得 了 诗 论 式 的 “分 球 定理 ”( 即 任 一 闭 球 
EW, 可 经 分 切 组 合 而 构成 两 个 完全 与 厂 相同 的 闭 球体 ) 后 , AC 
的 正确 性 ,就 成 为 数学 中 一 个 很 重要 的 问题 了 ,在 Jech 的 二 书 中 ， 
AGT RRS PIT: 每 个 布尔 代数 召 上 均 有 一 个 素 理 
RD GFR: AC=>PIT 力 4C: HA. PITSBRR SEH ORE 
语义 紧 人 性 定理 ;还 知 : PIT 一 布尔 代数 的 Stone 表示 定理 。 仅 用 
PIT 而 无 需 借助 AC 即 可 证 得 代数 和 拓 朴 中 的 很 多 结果 ,由 此 可 
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SL, 研究 比 4C 能 的 公理 是 十 分 重要 的 课题 .关于 这 些 , 读者 也 可 
参阅 张 锦 文 、 谢 邦 杰 两 书 的 附录 。 


第 二 节 ”公理 集合 论 ( 非 形式 公理 系统 ) 


朴素 集合 论 尽 管 已 成 果 卓 著 ， 但 却 草 池 着 一 些 矛盾 .Cantor 
等 研究 者 就 已 意识 到 其 中 一 些 ， 但 由 于 没有 分 析 清 原因 ， 故 只 是 
消极 地 各 开 ， 而 没有 去 设法 解决 它们 。 

著名 的 Russell 评论 就 是 最 著名 的 一 个 . 作 和 集合 T= (xl 2G 
eh, MAM GH. TET AACE TET SFR, KREE 
T 是 以 所 有 的 集合 作为 元 素 的 集合 "所 引起 .因为 , 显然 不 会 有 z 
Erti KERA X, MME ray 可 是 本 的 定义 又 要 求 TET。 

类 仆 的 详 论 ， 可 从 “所 有 的 岸 数 作为 元 素 的 集合 ” 中 引起 。 问 
题 在 于 , 由 引号 中 的 定义 ,结合 第 一 节 的 结果 , 这 集合 也 是 序数 。 
那么 ， 也 陷入 了 同样 的 循环 ， 该 集 合 正在 构造 之 中 ， 又 要 作为 元 
素 放 入 自己 之 中 了 .因而 ， 这 集合 也 就 无 法 形成 , 放 不 能 将 这 种 构 
造 过 程 得 到 的 对 象 算 作 和 集合 ,也 可 更 严格 地 从 座 辑 上 导出 敌 盾 ; 设 
T= 传 1 为 序数 )， RARFR. TRE =), BRIER = 
Y. 而 Ws 一 {pg|p<7), 这 就 是 说 ,7 序 等 于 它 的 截 自 W, T). 
这 与 己 证 结果 相 矛 盾 。 

本 节 , 就 是 要 给 集合 论 建立 公理 系统 .这 种 公理 系统 , 不 是 实 
质 公理 系统 ， 因 为 所 要 讨论 的 对 象 是 由 公理 而 形成 的 ， 自 然 就 不 
是 先 于 公理 而 存在 的 . 另 方面 ,这 种 公理 系统 不 是 由 一 阶 语言 描述 
的 ， 而 是 用 自然 语言 {或 严格 的 自然 语言 ， 即 数学 语言 描述 的 。 
故 这 种 公理 系统 也 不 是 形式 的 .具体 说 来 ,集合 论 公理 系统 就 是 从 
两 个 集合 出 发 ( 即 空 集 和 无 穷 集 ,经 若干 类 似 运算 的 公理 ,将 
集合 之 对 应 物 都 给 出 来 ， 此 外 、 还 给 出 若干 条 集合 必须 满足 的 性 
质 作为 公理 。 然 而 ， 这 里 并 未 限 死 集合 的 界限 , 这 也 同 第 三 节 所 讨 
论 的 ZF 系统 是 一 样 的 。 
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21 集合 论 公理 


空 集 公理 4 有 一 个 空 集合 ,不妨 记 作 局 ,该 集合 中 无 任何 
ÈR. 
外 延 公理 4， 任 集合 , 都 是 由 它 的 元 素 完全 决定 的 。 亦 即 , 任 
二 集合， 它们 相等 与 否 ， 当 且 仅 当 它们 彼此 的 元 素 同 与 否 。 

无 序 对 公理 48 对 任 给 的 二 集合 xz, y 均 有 另 一 集合 3, 其 
Wr Aly HHA, WE S= (z, yh 也 称 其 为 z+，y 的 无 序 对 集 
会 

Blt HAs ZARA, 由 Ay, ABA As (Ø) = 18, 
Dl, ARS. 而 (Ø, Eh 也 为 集合 。 

Ba, 5 是 集合 , 用 la, b 来 简 记 集合 { la}, (a, b) 那 
么 , 使 用 外 延 公理 4.， 不 难 证 明 : IERE a, bs us v, las b) 
= u, v) HRK amu, 5 一 v。 

RRA AP ”对 纤 集合 3S， 均 有 另 一 记 为 了 (S) 的 集合 ,其 元 
RAS 的 任何 子 集 。 称 PSH S HERA POS irls} 
(2, C2, Bl an 2 ATR). 

并 集 公 理 AU 对 任 集合 3S, 均 有 另 一 集合 US ,其 元 素 为 8 的 
元 素 的 元 素 . 记 为 US 二 {x| 有 y,yE5, 而 XEy}。 

例 2 HSS labeh M PCS) = ip, le} {bh fet lab}, 
{asc}, {bic} {abe EAT IA) MU (PG) = labe) = 
S, HAW. WE Si S28, U Se= US, 82}. 

分 离 公理 AS ”对 任 给 集合 S 各 任 给 的 性 质 p(x) , 均 有 另 一 
集合 S,, 其 元 素 为 满 pow S 中 的 元 素 。 记 为 S 一 {zlz(z) 且 
z€S}, 

例 3 ELERA M aA TES” MWS NASS (ela 
《x) 且 xzE5,}; 而 若 仿 pla) A r&s” W SS m (elo 
TES) 

例 4 设 集合 S 不 空 ， 则 总 会 有 SiES。 而 令 户 a 为 “Vy 
(yESoac€y)”, WBA, BR 
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NS = {izj Are), 

易 知 , 其 为 $ 中 所 有 元 素 的 共同 元 素 组 成 。 应 指出 的 是 :“5 不 空 ” 
是 不 可 缺少 的 。 

PS RS SERR I S XSS {rsx2) a ES ES} 
也 是 集合 。 留 作 练 习 。 

分 离 公理 AS E Zermelo 引入 的 ,该 公理 是 为 克服 Russell & 
论 而 提出 来 的 ,在 补 素 集合 论 中 , TUR T= (erar) ERA, 
而 公理 集合 论 中 就 不 行 了 .这 是 因为 在 朴素 集合 论 中 ,随便 一 条 什 
LER po) Ct eG) 就 可 以 定义 集合 T= (rip (zx)} (有 
时 称 这 为 概括 公理 ); 而 在 公理 集合 论 中 , 则 必须 对 该 性 质 给 予 限 
定 在 某 一 已 知 集合 SH, ANT = {zip (xz) Hr€S) RRERD 
数学 工作 者 所 称 的 “研究 的 任何 内 容 都 要 限定 在 一 个 空间 中 ”。 

替换 公理 4R 设 /是 任 一 函数 ,S 是 任 一 集合 , 则 有 另 一 集 
合 S' 二 ran《f PS). 即将 了 限定 在 S BOL BE, 


la5-t 


可 如 图 5-1 示 AR. PR 是 任意 的 , 即 其 定义 域 和 值 域 均 未 
限定 为 集合 ; 但 当 将 定义 域 限定 在 集合 S 上 时 ， 则 所 得 的 值 域 也 
为 集合 。 

无 穷 公理 Aw 有 一 集合 w 一 (SB, (D), (D, (Sh), od, 
即 其 第 1 个 元 素 为 作 , 而 其 后 面 的 每 个 元 素 均 是 以 前 边 所 有 元 素 为 
元 素 的 集合 。 

正则 公理 4F 任 非 空 集 5 均 有 一 元 案 z, 使 z 门 5 二 名 .并 称 
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z 为 的 极 小 元 。 
不 难看 出 ,所 谓 汲 小 元 r, 即 其 不 再 包含 S 的 其 他 元 素 . 因 而 
可 以 说 ,这 里 的 “ 极 小 ”， 是 从 “包含 ”意义 上 而 言 。 
从 上 可 见 ， 非 形式 的 公理 集合 论 ， 其 公理 计 有 九条 : 
Ag,Aw ,AB,AP,AU,AS,AR, aes Ar 
rats Parca y TT 
这 样 ， 在 公理 集合 论 中， 集 窒 即 是 由 上 述 直接 或 间接 得 到 的 
具有 上 述 人 性质 的 对 象 ， 而 不 再 是 朴素 集合 论 中 ， 定 义 含混 以 至 芍 
涵 矛 盾 的 集合 了 .正如 本 节 一 开始 所 寞 出 的 ,公理 集合 论 并 未 限 死 
集合 的 界限 ， 即 直接 或 间接 地 给 出 一 些 集合 ， 并 给 出 集合 所 必须 
满足 的 二 条 人 性质; 至 于 尚未 给 出 的 且 又 满足 该 二 条 件 的 对 象 ， 可 
以 为 集合 ， 也 可 以 不 为 集合 。 
另外 ， 上 述 九条 公理 中 ， 有 二 条 是 讲 得 欠 理 想 的 , 一 是 “性 
W p(x)” CAS H), 二 是 “函数 ”CAR 中 ) .在 ZF 系统 中 ， 将 这 
欠 理 想 的 二 条 公理 都 说 清楚 了 ,不 再 依赖 白 定义 的 集合 ;但 是 ,ZF 
却 排 除了 很 多 应 为 集合 的 对 象 。 
为 了 与 这 里 的 公理 集合 论 作 对 照 ， 我 们 特 提前 简单 给 出 ZF 
系统 .其 是 完全 用 一 阶 逻 辑 语言 来 刻画 的 .如 下 : 
一 阶 语言 符号 集 S 二 E), 该 “和 ”为 一 个 二 元 谓词 符号 .而 
相应 的 各 条 公理 为 《以 相同 的 符号 记 之 ) 
ys3zrYy(myET) 
A: dr Yu (u Ere Wy (4 yE u) V Ra Cx Au=aU 
maD, 
SEP Su wy U iu) H Www E ueus u VvE u)” fat 
J; 
AB: Yryyde Wu luE zeu=ryu=y); 
AP Wrdy Yulu E yeuz), 
HP, “uC H Ve Eurr Eo) HTS 
AU Wry Yutu E yele ErAuE 2))s 
AS Yeay Wate E yoru Er APD, 
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其 中 ,Pla) 为 一 阶 公式 ，; 
AR:Yr3lyA(r y) Virdee E pode (zE rh Alesu))), 
EP AG DARAK Aya)" 为 

“3yACr y A Worse (ACen) A ACz y) >y =y) 
简写 ; 

Ae yey izl Carrz€ y)—>r=y); 

AF Yx (Gu (u Er) gu (u E z A WelzE u> E r))); 

也 可 在 语言 符号 集 8 POARRAS Ø, 即 5 二 E, Ot, 而 将 
Ay BUA “We (WE 2", H Aw A “de (SD Ex AVy (ET 
IU fy} Ex))”, 斌 将 其 中 的 “yU ty} Ex” 改 为 一 阶 语言 描述 
的 形式 . 留 作 练习 。 

现在 对 比 一 下 这 两 个 公理 系统 。 

D 首先 , 如 在 第 三 章 所 述 , ZF HEP RAS AG “E”, FE 
不 过 是 一 个 由 ZF 公理 所 限定 的 二 元 关系 符号 ， 为 了 与 前 一 公理 
中 的 “E” 相 区 别 , 在 ZF 中 将 “E ”写成 重 体 的 。 而 当 把 ZF 中 
的 “E€” 作 语文 解释 时 ,如 将 其 解释 为 “E”, 则 通常 称 之 为 标准 
解释 。 

《2) 即 使 在 标准 解释 之 下 ,ZF 与 前 一 公理 也 不 相同 ,这 主要 
表现 在 四 条 公理 上 , 即 AS, AP,AS MAR. FRE AGM 
理 肯定 的 空 集 合 他 一 定 不 含有 任何 元 素 ; 而 ZF 的 这 条 公理 肯定 
的 集合 , 仅 不 含 任何 “集合 ”, 至 于 不 是 “集合 ”的 实体 ,这 条 公理 肯 
定 的 集合 并 未 说 含 与 否 。 其 次 看 AP: 前 一 公理 肯定 的 P05), 地 地 
道道 是 S 的 所 有 子 集 作为 元 素 构成 的 集合 ;而 ZF 的 这 条 公理 却 
只 能 肯定 $ 的 至 多 可 数 个 子 集 , 作 为 所 存在 的 集合 的 元 素 . 最 后 
E AS 和 和 AR; 这 二 条 中 ,一 个 有 “性 质 pCz)”( 或 公式 PCa)) ,一 个 
ABR /”( 或 一 阶 公 式 A(a,8)); 对 前 一 公理 言 , 这 “p(x);/” 是 
说 得 合 混 的 ,但 却 蕴 含有 非 可 数 多 个 ;而 对 ZF 言 ,这 “一 阶 公式 
Pla) ,一 阶 公式 A(a,5)” 是 说 得 非常 清楚 的 ,但 却 均 只 能 肯定 有 
可 数 多 个 ;这 差别 就 使 得 AP 在 二 个 不 同 的 公理 系统 中 有 了 不 后 
的 含义 了 。 
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以 上 比较 的 是 二 个 公理 系统 的 主要 不 同 之 处 ,事实 上 ,这 二 者 
也 有 实质 上 的 相同 之 处 ,(1) 首 先 ,公理 数 生 相同 (忽略 性 质 、 函 数 
非 可 数 和 可 数 之 分 ), 而 且 完全 相对 应 。(2) 其 次 ,二 者 均 未 限 死 “ 集 
合 ”, 即 并 未 给 出 “封闭 ”的话 ,比如 说 “集合 仅 由 上 述 得 到 ”所 以 
这 样 作 ,我 以 为 是 ,人 们 目前 并 不 清楚 集合 仅 由 这 些 就 行 了 ,就 足 
够 了 ;事实 上 ,从 ACA CH 独立 于 ZF 的 证 明 结果 * 正 说 明 可 能 
存在 着 人 们 尚未 识 识 清楚 的 集合 .C3) 最 后 ,这 二 者 公理 相对 应 ,使 
得 在 前 一 公理 中 能 进行 的 证 明 , 在 ZF 中 也 能 进行 完全 相 平 行 的 
证 明 ,只 是 在 前 一 公理 中 论证 的 对 象 是 非 可 数 多 个 时 ,而 在 ZF 中 
论证 的 对 象 却 可 以 是 可 数 多 个 关于 这 一 点 * 在 第 三 节 中 还 要 加 以 
证 明 ,。 这 便 是 至 今 介绍 公理 集合 论 的 书 中 ,将 这 二 者 不 加 区 别 地 展 
开 讨 论 的 理由 。 


22 序数 


从 第 一 节 朴 素 集 合 论 , 可见 序数 是 非常 重要 的 .共同 构 意 义 上 
讲 , 序 数 的 概念 讨论 清楚 了 , 别 的 有 关 集 合 的 概念 也 就 清楚 了 . 正 
如 张 锦 文 在 其 二 部 著作 中 所 述 ,序数 是 集合 论 的 “ 誉 梁 骨 ”“ 辅 
髓 ”. 分 下 述 三 小 段 讨论 。 
(1) 集 合 的 后 继 和 自然 数 
设 给 定 集合 r+, 则 称 x+ 二 xzU {xz} 为 x 的 后 继 ( 由 前 述 公理 ,zx* 
当然 也 是 集合 ) 。 
若 令 9 记 Y, 则 可 如 下 定义 集合 表示 的 自然 数 :0 是 自然 数 ;如 
果 x 是 自然 数 ,; 则 x' 也 是 自然 数 ; 自 然 数 仅 能 这 样 得 到 。 
由 此 ,0 即 名 ,并 定 文 
1 即 0U o= SU Si={B} 
2 即 1U{1}= DU HD = {ZZ}} 
3B2U (2 =( PK SHULD {DH} = {8G, {2}, 
1,18} 
AE n MPa DU eh = 
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(DQ) (Bs VCA (BL) vere ø. (Dren 


用 这 eis ee x Aa EON a soar a 
E” Sth TE AE TR RA — EA”, ii 
人 
ERA D, {名} 作为 “二 个 元 素 ” 一 般 地 ,n 表示 有 “mn” 样 东西 ”, 而 
{BiB barr DAD) e ERAS Dhe (DADE 
eae 


作为 *n PICK”. IY 
OE 1EZE 3E 0CIC2C 3c 
这 两 种 性 质 也 正和 自然 数 的 涵义 相 一 致 。 
现在 ,回头 看 看 无 穷 公理 Ao 肯定 集合 o 的 存在 也 是 合适 的 ， 
因为 ” 正 是 为 集合 {0,1,2,…}。 顺 便 说 一 名 ,如 果 没 有 Aw, 单 从 
其 他 公理 无 法 肯定 无 穷 集 的 存在 .而 有 了 w, 事 情 就 好 办 了 .。 这 从 
后 面 可 见 。 
(2) 归 纳 集合 .传递 集合 .三 歧 集 合 
称 一 集合 5 是 归纳 集合 ,如 果 S 满足 :0ES ,有 卫 对 任 集合 z, 若 
LES Wr ES., 
Hex, BRok—PABRA, H w 还 是 最 小 的 归纳 集合 。 
即 对 集合 TYCw, 且 了 是 归纳 的 , 则 可 证 了 = 一 w( 由 ww 的 定义 和 了 的 
归纳 性 ,证 明 尾 xEw, 均 有 xzET 了 )。 由 此 ,要 证 命题 A(n) 对 尾 nEw 
均 成 立 , 只 要 证 TT 一 {x|n€w 且 4(n)) 是 归纳 的 即 可 ,实际 上 ,这 
就 是 数学 归纳 法 。 
非常 著名 的 Peano 公理 ,可 表述 如 下 : 
YXE wrt# 0), 
Vee aye wrt= yt +x = y), 
AW) A Wa E oA + A(z") + Wz E wACr), 
在 集合 论 公理 下 ,这 三 条 公理 是 定理 .有 兴趣 的 读者 可 以 去 证 明 
之 .证 明 上 述 第 二 条 时, 即 要 从 xU {x} 二 yU {y} 得 到 x=y; 但 从 
xU{x}= 了 U yi EN Ae LARE Sy RE Ey ByE F 
用 AF, 知 这 后 一 种 情况 不 能 成 立 , 故 证 明 。 
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称 一 集合 S 是 传递 的 ,如 果 S 的 每 个 元 素 的 元 素 均 是 S 的 元 

RAL 

VaW (Cx€yAy€S)-x€S), 
说 得 再 明白 一 点 ,传递 集合 的 元 素 的 元 素 ,以 及 元 素 的 元 素 的 元 束 
等 等 , 均 需 是 该 集合 的 元 素 。 

那么 ,显然 有 :S 传递 当 且 仅 当 1) USCS 当 且 仅 当 2)W (xES 
一 xCS) 当 且 仅 当 3》SCP(S)。 事 实 上 ,1 和 分 均 可 看 成 $ 传递 的 
男 二 种 表述 方式 ,而 2 和 3} 的 等 价 性 可 如 下 证 明 ; 

2) 过 3): 任 z E85, 均 有 xC5, 故 x E PCS); 
3)>2) Er E S, HAr EPOS 

由 此 ,可 证 下 述 命题 : 

命题 1 自然 数 和 o 均 是 传递 的 集合 。 

证 明 设 Atn) 表 示 “n BIERA”, EE A R n A 
A(n), HEE T= {nln€ oA A(n)) BIA. OETA nET 
CBA A(n), BY n E Ant =n {a}, Ut =U aU 
in} )=nCn™ , CH Fei AS FO EM 1) n Aen ET. T 
是 归纳 的 ,因而 自然 数 均 是 传递 的 集合 。 

现 证 由 传递 -由 0E LE 2686, Uomo SR U oC o, Ak 
同 祥 从 等 价 定义 1 ,w 也 是 传递 的 集合 . 故 证 毕 。 

命题 2 对 任 集合 xa x 的 每 一 元 素 均 传递 , 则 Ux 也 传递 。 

证 明 RELER ye Ux,zEy, 则 有 zE Ux。 这 是 因为 ， 
由 yEUx, 即 有 tEx, 而 yEt, 从 命题 的 条 件 ,t 是 x 的 元 素 ,t 就 
传递 ,从 而 zxEyEt, 即 可 得 zEt, 再 从 -zEt'tEx, 可 得 zE Ux. 
证 毕 。 

称 一 个 集合 S 具有 “€ "SRE RAE zyyES,zrEJT 一 
3w3Ez 三 者 中 恰 有 一 个 成 立 .分 别 记 作 yry yt. 

那么 ,由 0E1E2E€3E … 和 0C1C2C3C-… 知 ,w 具 有 E 三 歧 
性 ( 任 n,mEw, 设 按 通 常 意义 下 ,n 小 于 m, 那 么 ,xnEEn 十 1, 而 
# 二 1Cn 十 2, 故 wnEn 十 2, 依 次 可 得 n€E m, Bnn) ,这 就 是 说 ,在 
LRRD AT < ENT o 的 任 二 元 素 均 可 比较 。 
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再 从 命题 1,w (ERB. NELDA nComCo eR 
n<w。 这 样 , 任 自然 数 # 也 和 ww 建立 了 可 比 关系 。 

(3) 序 数 

称 一 个 集合 5 为 有 极 大 元 x 的, 如果 对 任何 yES, 只 要 yA 
r MEE y Er GRRE y<) 。 

称 一 个 集合 5 为 无 极 大 元 的 ,如 果 3 没有 任何 极 大 元 x 的 


话 。 
现在 定义 序数 . 称 O RRR: HE o 是 序数 ;也 称 a' 是 序数 3 
又 若 5 BARAT HW RSME FRR UE US 也 为 序数 。 
且 仅 仅 由 上 述 得 到 序数 。 
由 序数 的 定义 ,自然 数 是 序数 ,注意 到 o= Uw, REAR, w 
也 是 冯 数 .再 由 序数 定义 ,w+ 记 为 十 1, 是 序数 ;(w 十 1)+ 记 为 © 
十 2, 是 序数 ;…(w 十 n)+ 记 为 mw 十 (nm 十 1) 是 序数 。 
命题 3 任 一 序数 均 是 传递 集合 。( 留 作 练习 》 
令 So 一 {oyo 十 1 ,om 十 2.…,ow 十 mo 十 人 十 1)，…} 那么， 
命题 4 U5,, 记 为 w 十 w, 是 序数 。 
证 明 SRR <n ern nEw, H AR ran (Cf fw) 
三 So 是 集合 ,而 很 明显 ,$s 是 无极 大 元 且 满 足 三 歧 性 的 序数 集合 ， 
Bote ER. 
命题 5 1) 对 任意 自然 数 , 均 有 nnE wt 
2) 对 任意 自然 数 n, 均 有 wnEw 十 久 ; 
3)w 十 w 是 满足 上 述 1) 和 2) 的 最 小 的 序数 , 即 : 若 a 
是 任 一 序数 , 且 满足 1 和 2》, 则 wt we, BAIL oto 
={0, 1; 2 sayat ly yet }=wUSs, 
证 明 从 US 的 定义 , 易 知 : 
w+ w= {0.12.00 + Lito dt nye}, 
故 证 毕 。 
类 似 上 述 ,将 十 记 为 w'2, 那 么 有 (ww*2) 十 1, (wo:2) 十 2， 
,将 (wr2) 十 wm 记 为 wr3, 那 么 了 有 (Cw'3) 十 lr3) 十 2 ,err。 
SS, ={aen|\n€o} BUS, 18 oo, Ribose, A 
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wrw= {Coen tm\m nE w}, 
可 见 wee 是 大 于 形式 为 (wn) 十 m 的 最 小 的 序数 。 

命题 6 任 一 序数 4 均 具有 三 歧 性 ( 即 €~ 三 歧 性 )。 

iW MINT RRM. OP EIR, ORAS HE: 
效 仅 需 对 如 下 二 种 情况 进行 归纳 证 明 : 

1) 著 具有 三 歧 性 , 则 OA SRE rye 
I<yoz 一 y 或 y<z PER PRE TT BY BU (8) RE zy 
2 , 则 可 能 是 zyyE p, 自然 不 用 证 ,也 可 能 是 zxEp, 而 y 一 或 者 
是 yEB, 而 z=8, 此 时 ,自然 rzE? 或 yEz, 即 z<y 或 ><z, 还 有 
可 能 是 zx 一 > 一 8, 自 然 更 不 用 证 (这 里 , 均 使 用 了 : 当 =<y,z 一 y 
R ycr 成 立 , 则 必 恰 有 一 个 成 立 。 利 用 4F。 是 易 得 到 证 明 的 . 留 
TERRA) 。 

2) 设 3 是 无 极 大 元 且 满 足 三 歧 性 的 序数 集合 (自然 任 ES, a 
CALZE MUS 也 满足 三 野性 . 设 zyE US, WE rya 
=y 或 >y<z 恰 有 一 个 成 立 , 出 z,y€ US, 则 必 有 ,BES, 且 re 
ayes S 满足 三 歧 性 , 则 aE 有 ,a 一 或 8Ea 恰 有 一 个 成 立 。 
当 a€E8 时 , 则 有 xzEaE€8，,y€EB, 从 序数 的 尾 递 性 ,也 有 rE PK 
AARRE cE Ssa RSME ec cay Myce OT 
成 立 . 当 BE a 时 ,类似 可 证 结论 .而 当 a=B 时 ,自然 更 可 证 结论 。 
该 命题 证 毕 。 

命题 7 对 于 任 集 合 ,车 它 是 传递 的 且 又 具有 三 歧 性 , 则 r 
是 一 个 序数 。 

证 明 REE. MARS x RRB ASE. f x AE 
序数 。 那 么 , 令 

S=(yly E, HRABRE MERR, y= R yE sS 
ABB Cr ce S) AE AF, 即 有 一 2 ES, ao NS = rd? 
FPR AD MA yE mo。 然后 ,从 zo 的 性 质 又 导致 必 为 一 序 
AP HE. 

ASE 7. BN AG FF Be AY 5 FEB von Neumann 于 
1925 年 所 给 的 定义 。 
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称 一 序数 a 为 后 继 序 数 , 如 果 有 序数 ,使 < 一 B+ .而 非 0, 非 后 
继 序 数 的 序数 , 称 为 极限 序数 。 

下 述 命题 8 中 , 仅 列 出 序数 的 其 他 一 些 性 质 ,不 再 给 出 证 明 。 
有 兴趣 的 读者 ,可 按 所 列 次 序 逐 一 证 明之 .读者 也 可 参考 张 饥 文 的 
二 部 著作 。 

命题 8 Do 是 极限 序数 ; 

2) 对 任 序数 a; 不 存在 序数 ,使 r<8<er y 

3) 任 序数 < 的 BATA Seg( 2 = (7 |Y< AYE 4x} 是 序数 ; 

4) 任 序数 a,8, 如 果 a€E 8, 则 aCB; 

5) 任 序数 集 S 药 极 大 元 唯一 .由 此 :序数 集 S 的 极 大 元 也 可 
称 为 其 最 大 元 ; 

6) 任 序数 集 5,4€E5 目 为 5 的 最 大 元 , 则 US 一 ds 

DEFER S W SERAT HSA WUS 为 极限 序数 ， 

8) 任 序数 «8, WME oh, Mae pi 

9) 任 序数 集 S 具有 三 歧 性 ; 

10) 任 集合 5, 那么 :x 是 序数 当 且 仅 当 zz 传递 , 且 任 yEy 
也 传递 。 

由 上 述 命 题 8 的 9) ,任何 两 个 序数 均 可 比较 .而 由 10) ,我 们 又 
得 到 序数 的 一 个 等 价 定义 ,这 样 ,已 介绍 了 序数 的 三 个 等 价 定义 。 


2.3 序数 和 基数 


本 小 节 的 目的 ,是 要 得 到 所 有 的 序数 。 并 同时 给 出 基数 的 定 
文 ,也 与 序数 相 辅 地 得 到 。 
称 序数 a 是 可 数 无 穷 序数 (或 简 作 可 数 序数 ,如果 用 到“ 
的 双 射 函数 。 
易 知 ,ww 十 maya 十 w 均 为 可 数 序数 .后 者 的 可 数 性 由 双 射 了 
WLS ELH: 
k, n=2k 
wth n=2k+1, 
即 FCO) =0, fC) =a, f OSL, FB) SOF 1 SA) = 256 
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对 任意 的 序数 op, MUR 1-1 PRL Szah WIC E & < Bs 
而 如 果 没 有 双 射 函数 了 :a->P, 则 称 a 与 BRE ETA% 
eSB HRA GH BA a MBF PBS <B. 

序数 a 称 作 基数 ,如 果 对 任何 序数 8<a, 均 有 万 二 巷 HEM 
基数 的 次 序 为 相应 的 序数 之 次 序 。 

那么 易 知 ;自然数 ”序数 o 均 是 基数 。 

定理 fo =(ala WFR AG<G) Ml oo 是 基数 。 

证 明 该 定理 证 明 很 长 ,分 下 述 几 步 。 

1 首先 ,定义 良 序 关 系 。 

BRERA S 上 的 二 元 关系 . 称 R 满足 传递 性 ,如 果 对 任 x, 
3zES ,由 zRy 和 yRz 可 推 得 eRe; PR AEE tE, AER 
任 z,y€E5, 下 述 三 者 恰 有 一 个 成 立 ; 即 zRy, zx 一 y 或 yRX, 称 
uCSHH x 为 w PIER RABI. ME yeu, yRe HRM 
立 。 

称 集合 S 上 的 二 元 关系 R 是 良 序 关系 ,如 果 R 满足 传递 性 、 
三 歧 性 (这 二 者 即 金 序 关系 ), 且 5 的 任 不 空子 集 uA rH ut 
关系 R 的 首 元 素 。 

2) 良 序 集 , 良 序 结构 和 序数 。 

KRE SEARE WENS LOOKER BRIER. 
此 时 ,也 称 该 玉 将 3 给 良 序 了 .并 称 (S, 尺 ) 为 一 良 序 结构 。 

那么 ,不 难 知道 , 任 序数 a, 均 是 由 “€” 良 序 的 良 序 集 ,反之 ， 
任 一 传递 的 集合 5, 当 其 又 是 由 “EE ” 良 序 的 良 序 集 时 , 则 5 就 是 一 
序数 。 

当 定 义 了 良 序 结构 的 同 构 之 后 (这 里 略 去 ,不 难 证 明 : 任 一 农 
序 结构 (3 RD ,都 有 唯一 的 序数 ,使 4S,R) 与 人 x,E ) 同 构 。 

另外 ,对 良 序 集 S ETOS EX supT ACS -TOM BEE: 
特别 地 ,sup ØA SHETE. 

3) 设 只 是 上 的 良 序 关系 , 则 RCwXw, 故 由 ASR AR 


a: 


令 于 ={RIR 是 中 上 的 良 序 关 系 }， 


则 易 知 :MCPCeXw), 即 有 MEPCPCwXw)), 因 此 ,再 使 用 AS. 
M 也 为 一 集合 。 

4 是 集合 .这 只 要 作 一 函数 /使 w 一 ranCF | MM) 即 可 (这 
BUM 是 集合 ,… 使 用 AR 可 得 mm 是 集合 ) .为 此 ,又 分 下 述 三 步 ; 
(arte Sas HSE URW renR={y|y€w HA rE of xRy), HXT 
任 zEranR, 令 fr) = sup (y| yE o H YRz} ,现在 举例 看 看 函数 
fe, 

设 (w,R) 为 0,2,4,6,8,-… 1,3,5,7,9 
那么 ,ranR 一 一 {$1, 记 为 w" H 
fa(2)=suply|yEw H yR2}=sup(0}=2, 
fx(4)=suply|y€o H yR4}—sup{0,2)=4, 


JD =sup (052.456, }=1 
(3)? 一 sup{0,2.4,6, 1) 一 3 


Berin fn (2545650 35， 
WH. RM fe RE FR. A rans, bE ROWE 
的 序数 。 
(8) 作 函数 六 其 定义 域 为 用 , 旦 对 尾 给 的 REM, 
f (RY)=ranfe, 

BALSO = Ewe 
ce) 现 在 证 :对 任 给 Eo LA REM E SRS, 

‘Sao, Bl acu, Al 有 穷 或 可 数 。 现 仅 证 “是 可 数 的 傅 
Bey BIG =O HEAT. AI goa, MIHE BE a, 有 nwEw, 使 
gtn) 一 ;现在 定义 w 寺 的 关系 ROME mon. € om Rn, 4 AY 
gin) Eglm2); 由 a 的 传递 性 ,三 歧 性 可 得 R 的 传递 性 和 三 歧 性 ， 
且 《w,R) 的 任 一 不 空子 集 也 有 极 小 元 ( 即 任 «Coh, E rH uH 
XR R 的 首 元 素 ); 故 REM ,而 FCR) 一 “。 

由 上 述 , 使 用 AR, 可 得 四 是 集合 。 

5 是 基数 .为 此 , 先 证 四 是 序数 ,而 这 只 要 证 o = Uo, B 
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可 。 事 实 上 ,是 传递 的 :对 任 yoo ze ov ye SWRA 
Cy BA FR FSG rE na BERK BER aE 
a aH oR AKG etl <G.Haxetl,5a Km 
大 元 了 矛盾; 这样, 由 命题 8 中 序数 的 手 质 7》, Uo 是 一 极限 序数 ; 结 
会 器 的 传递 性 ,Uw 二 ow。 故 ow 是 基数 ,定理 证 毕 。 

BRA oR AR, J co RR RAT ER, 

类 亿 地 ,可 构造 更 大 的 不 可 数 基 数 。 这 样 , 可 把 无 穷 基 数 排 


成 : 

Co pty alt et pagt p 
而 文献 中 常 写作 : 
2.4 SHAE 


设 lim (ORR: a 是 极限 序数 .并 设 了 (Ap) 是 一 个 有 关 序数 的 
命题 ,那么 ,可 用 下 述 二 种 形式 表示 超 穷 归纳 法 。 
COT (0) AVa(T CT Cat )) A YaQimta) A VRE aT (PB) 
Ta))+VYaT (a); 
(2) WaC WBE aT (8)-+T (a) )-+VaT Ca) 
LR PE Ae ei REH, BARAA, RS EME T 


三 节 ZF 系统 


公理 集合 论 研究 始 于 1904 年 的 Zermelo. 当 时 ,他 提出 选择 公 
H 4C, 并 用 它 证 明了 良 序 定理 .这 是 按 Hilbert 的 建议 企图 证 明 
CH 的 .1908 年 , Zermelo,Russell 分 别提 出 两 个 看 起 来 很 不 相同 
的 集合 论 公理 系统 ,但 到 后 来 ,经 不 少 人 发 展 ,特别 是 经 Skolem 
等 人 ,最 终于 1928 年 ,Fraenkel 构成 了 现在 的 ZF 系统 。 本 节 , 就 是 
要 介绍 ZF 系统 。 在 第 二 节 , 已 对 比 前 一 公理 系统 ,引入 了 ZF 的 
各 条 公理 ,并 评论 了 二 者 的 异同 ,这 里 . 仪 对 公理 再 作 一 说 明 , 并 不 
需 展 开 有 关 序数 等 的 讨论 .然后 ,侧重 介绍 选择 公理 的 几 种 等 价 形 
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式 , 并 给 出 部 分 证 明 , URE A OE Pea AC, 
CH 独立 于 ZF 的 证 明 。 


31 公理 和 说 明 


已 如 2.1 中 所 给 出 的 九条 公理 : A#, Aw, AB, AU, AP, AS, 
AR, Ae 和 AF .EPLAS 中 的 Pla) 和 AR 中 的 4(a,8) 均 为 一 阶 
公式 ,或 用 第 三 章 的 记号 , 即 Pla), Alab ELMS (Ee) A 
样 , 在 第 二 节 先 给 出 的 公理 系统 中 ,没有 说 清楚 的 p(x) 和 函数 六 
现在 均 说 得 非常 严格 ,或 非常 “形式 ”了 .但 正如 2. 1 中 所 说 ,经 这 种 
限定 后 ,对 一 些 本 该 是 集合 的 , 却 划 在 了 可 以 是 ,也 可 以 不 是 的 状 
SS PSE RRAW 4P ,其 肯定 存在 的 集合 , 既 可 以 是 朴素 集 
合 论 中 的 客 集 ,也 斌 以 是 可 数 个 子 集 构成 的 集合 ( 千 是 真正 意义 上 
ERT). 

当然 , 按 第 二 节 在 公理 集合 论 中 讨论 序数 的 过 程 ,在 ZF 中 可 
同样 展开 讨论 ,讨论 中 所 用 的 语言 相似 (即将 那里 的 自然 语言 , 换 
成 一 阶 语言 ), 只 不 过 所 讨 沦 的 “内 容 ”( 或 称 * 对 象 ”) 却 不 相同 。 若 
用 第 三 章 的 术语 言 之 , 即 在 ZF 中 ,讨论 的 对 象 包含 更 多 的 非 标准 
模型 .显然 ,无 需 再 进行 这 种 讨论 ,用 句 通俗 的 话说 :二 个 公理 系统 
正 像 演戏 ,戏台 一 样 ,而 上 演 的 戏 却 不 同 。 


3.2 选择 公理 ac 


这 里 仅 列 出 AC 的 九 种 等 价 形式 ,并 在 ZF 中 给 出 其 中 七 种 
相互 等 价 的 证 明 。 

AC, (HEAD :对 任 美 系 R, 均 有 一 函数 有 ,使 dom(R)= 
dom (A). H CR, th PLATES PS OA Wer (Re (a) + dy(Fun(y) 
Adomy=domz A yCr)), 

AC, FEARED :对 任 集合 1 和 任意 一 个 定义 域 为 了 的 函数 
SWRA TE LBA OFDM gi) 关 名. 其 中 ， 

Ue Fon Adom() =1AWGEI>SME RH), 
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Cohen 的 书 上 就 是 这 种 形式 。 也 可 用 符号 严格 写 为 ,WYg (Fung) 
Adomg =I A YE IYr Gz?) € gore Saf unf) Adomf= 
TAME yyte ip ESA Grn Eg>yEz))), 

AC, (序数 形式 的 4C) HERS S ,都 有 一 个 序数 和 “上 
的 函数 g ,使 对 该 5 满足 ;yES 当 且 仅 当 有 BEa, 且 y=gtB)( 邑 
5S 二 {g(B)18Ea))。 也 可 用 符号 严格 写 为 : veeg Onla) A 
Fun(g) AYyE IPEP yE g) 

ACs (采样 原则 ) :对 任 一 由 不 空 的 且 两 两 不 相交 的 集合 组 成 
的 集合 z, 我 们 总 可 以 从 其 不 空 的 两 两 不 相交 的 集合 中 同时 恰好 
各 取 一 个 元 素 ,组 成 一 新 集合 C, 也 可 用 符号 严格 写 为 :Vz[YyEx 
GABA Yyy Er Fy Ny Dee Oe @ Ede Ee 
At€z) AWGEc*4 1 e(z€zAt€z)))] 

AC, ( 势 的 三 歧 性 原则 ,该 形式 由 Cantor $244) Ca O EÈ 
序 的 .其 中 ,Ca 是 全 部 基数 , 即 任 二 集合 5,,5; ,下 述 三 者 恰 有 一 个 
REDIS, = SeSe 

ACw( 良 序 定理 ) : 任 一 集合 均 可 良 序 。 该 形式 也 可 用 符号 严格 
FA: 

VWSar(r C$ XS A Wy OTS A pho RE yA WE y g) 

&2))>). 

AC (Zorn 引 理 ) MFRS OHTA C HA S 的 一 个 链 ， 
IFAC RARE IR u FERC 的 一 个 上 界 , 如 果 对 每 一 <EC, 都 
有 cRu PCS 是 5 的 极 大 元 ,如 果 不 存 在 xES, 使 :Rx。 那 么 ， 
Zon 引 理 论断: 若 5 的 每 链 土 都 有 一 上 界 , 则 S 有 极 大 元 。 

4Cw (Zermelo 的 4C): 对 任意 的 非 空 集 9 ,都 存在 一 个 函数 
( 称 之 为 对 P(S) 一 {名 } 的 选择 函数 ) ,使 得 对 于 任意 非 空 的 CS, 
都 有 :ftz)E xz( 或 陈述 为 :由 非 空 集 组 成 的 集 族 8 ,都 有 选择 函数 
了 ;使 对 任 xES, 均 有 f(z) Ex》。 

ACs (Tukey 51). F WRAY EE. W FRE 
有 限 特 征 , 则 F 含 极 大 元 。 

在 朴素 集合 论 讨 论 中 , 曾 用 AC。 证 过 4Cw, 即 用 选择 公理 证 
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良 序 定 理 。 现 在 ,将 作 下 述 论 证 : 
AC, Sac, SAC, Sac. ac, = 


AC, SAC, Sac, 

CAC SAC :这 即 假 定 AC) 成 立 。 为 证 AC, 成 立 , 即 设 有 
gI ME AC, WME domo =], MEME PEI. g O42. MA 
证 AC. We E SE Tg A$. H 了 和 gg, 定义 关系 

R={( liETAzrE gO)) 
(要 使 用 AC, ,必须 定义 只 ), 故 由 4C., ERR SER, H dom) 
一 dom(R)==7. 现 证 :该 了 即 为 Lg HAYS SG) ESCR= 
{ziEIArE gD} 
(DE eG) AMEE. 

MAC, SAC HAG X GR AC, 的 前 提 , 即 外 的 每 个 元 
BTE, RX 的 任 二 不 同 元 均 不 相交 , 现 证 AC, 的 结论 成 立 。 令 
如 是 zx 上 的 一 个 恒 等 函 数 , 即 对 任 yer, WA Ny) =y Akt, 
AWEH OAR RMR AC, HRA A SE AG) 
={f Fun) Adom(f) =r AW GE 2+fG) EHG))}, $ C= 
ranch) RRA SE FE ali} NCH G BO C BY ACx 中 所 
求 。 

C3) ACy 一 4Cu: 设 非 空 集 $( 这 即 4Cw 的 前 提 ), 现 在 构造 
PC) 一 (内 的 选择 函数 /满足 4C 而 的 结论 .由 3 iB T= ({b} xb 
CS, H b ERRAT 的 每 个 元 素 均 非 空 , 旦 了 的 任 二 不 周 
元 均 不 相交 ,所 以 ,了 满足 4Cv 的 前 提 , 故 可 令 < 是 由 AC, BRAY 
那个 集合 ,该 与 了 的 每 个 元 素 的 交集 自然 是 一 个 单元 集合 5 即 
只 会 一 个 元 素 的 集合 ), 即 cb) XO) =(kb,x)) M Eb MRE, 
全 f=cf (CUT), 我 们 来 证 :该 了 即 所 求 .因为 ,的 任 一 元 素 都 是 
属于 菜 一 {5}XBblbCS, 非 室 ) 的 ,而 对 任 xE56, 了 的 元 素 形 如 《5， 
z)》, 且 对 任 非 空 的 &CS B AEH z Eo E SGEE, 

(A) ACU AC, : 任 给 一 集合 5, 由 4Ce， 有 一 选择 函数 g, 使 
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对 任 不 空 集合 OSHA eer MK g 出 发 , 令 ( 按 超 穷 归纳 
EW 
So 一 S， 
Son = Ss 一 &(3Sp)， 
Si 一 5 一 gC5a), 当 4 为 极限 序数 时 。 
可 见 , 对 任意 不 同 的 序数 B ,ps, 均 有 Sa 天 Sa 并 且 Ss 一 Ss,1 恰 有 
一 个 元 素 , 所 以 总 有 一 序数 *, 使 5 一 g&。 我 们 取 满 足 这 一 性 质 的 最 
小 序数 ”, 则 这 和 SOS EXA A 让 二 g (05g) ,9Ea) 就 是 4C) 
中 要 求 的 a 和 IER. 
(DAC PAC. ;对 任 给 的 集合 $, 由 AC,, 即 有 序数 a 和 a 上 
的 函数 g, 芋 $={g08)18Ea) .要 证 ACw , 即 证 3 均 可 良 序 .利用 
所 得 的 a 和 g, agmg B) Ba 
则 S= {apanage} Ba, HS S 即 与 4 建立 了 一 个 同 构 对 
应 ,从 而 在 S 上 建立 了 关系 “<<”; 这 样 ,对 S 的 任 子 集 Sat 
对 应 于 a 的 相应 的 子 集 a, 因 am(Ca) 有 最 小 元 7, 故 可 取 ay 为 5， 
的 最 小 元 .结果 ,5 得 到 了 良 序 .证 毕 。 
(6)4Cu 一 4Cu: 设 ($,R) 是 不 空 的 偏 序 集 , 且 S 的 每 链 都 有 
上 界 ,现在 证 S 有 极 大 元 对 所 给 的 8 使 用 4C, ,可 得 一 良 序 结 
构 (S,<); 现 在 , 按 超 穷 归纳 定义 :5S 一 {0,1} ,使 对 任何 
2S. ra 人 
CAS ORR FHT AT MRD aE 5, 开 始 定义 ,当然 
0) 一 1 而 对 任 x>0, 均 可 按 上 述 全 部 定义 出 ; 即 对 任 aES， 
f(a) 均 有 了 定义 } 
由 中 了 ,定义 集合 C 一 {alaE5A fla)=1) ,那么 ,C 当然 是 在 RR 下 
的 链 , 故 C 有 上 界 上 ,现在 证 明 , 这 + 即 是 S 的 极 大 元 : 若 不 然 , 即 有 
aE S, H art, H Ra fA BWM ME OCC ORC EC AY 
上 界 ), 故 从 5Ri,tRa 立 得 5Ra; 因 此 ,由 /的 定义 ,就 有 f(a)=1， 
tC, 故 又 得 aRt, 这 与 :Ra 相 矛 盾 。 故 证 毕 。 
(7) ACu=>AC, ;即使 用 Zorn 引 理 ,证 明 对 任 关 系 RAR 
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数 F,FCR H dom(F)=dom(R), OF 

令  x={f|FCR&. Fun OLW r ARF aC)» HAWE 
x 对 其 链 之 “UU” 封 闭 ( 即 设 CCzx,C 是 对 “C” 关 系 的 一 个 链 , 则 
UCE: ay E UC. zzyE UC, 则 由 *U? 的 定义 ,有 Ah 
EC, fH ary E fir (a2 fo FR C FER CORRE AS 
LRE HCA RW nt BR ?一 *, 故 UC 也 是 一 个 函数 
另 方面 ,对 任 rE UC, 必 有 ECHEAN AE CCO Me 
民 , UCCR. 又 由 zx 的 定义 ,UCEx。 故 x HES“ U "封闭 证 
H) .也 易 证 z 的 任 链 C 的 上 界 即 为 UC 这样, 即 可 使 用 Zorn 引 
理 ,zx 有 极 大 元 FF, 且 FCRC*FEx),dom(F)=dom(R)(“… 若 
dom (F) dom (R), 则 有 zEdom(R) ~dom(F), BARA ye 
ran(R) , H Ry HEX P= FU roy} ABs EX F E 
r5 F ARKEMT EE). ATE. 


33 集合 全 域 (或 称 集合 的 论 域 ) 


所 谓 集合 全 域 , 即 集合 公理 的 模型 之 论 域 . 对 朴素 集合 论 , 当 
然 无 所 谓 集合 全 玻 了 .而 第 二 节 介 绍 的 前 一 个 集合 论 公理 系统 ,其 
全 域 也 是 没有 限 死 的 , 即 也 可 以 有 各 种 各 样 的 集合 全 域 ,只 不 过 这 
种 全 域 中 一 定 会 有 真正 的 不 可 数 和 集合 .当然 , 若 修改 那里 的 公理 ， 
比如 说 ,增加 一 条 公理 ,其 含义 是 “集合 仅仅 由 那些 存在 性 公理 所 
得 到 ”《 即 所 谓 的 “封闭 性 ”) , 则 那里 的 集合 全 域 也 就 限 死 了 . 诚 如 
在 2. 1 末 的 评论 中 所 说 ,“4C 和 CH 独立 于 ZF 的 证 明 结果 , 正 说 
明 可 能 存在 着 人 们 尚未 认识 清楚 的 集合 ”, 这 就 是 不 加 “封闭 性 ”的 
RE 


ZF 的 集合 全 域 当然 更 是 活 的 了 ,而且 这 种 全 域 中 甚至 可 以 
没有 真正 的 不 可 数 集合 。 本 节 所 讨论 的 集合 全 域 ,也 就 是 单 指 ZF 
的 集合 全 域 。 

经 常用 了 表示 ZF 的 集合 全 域 .那么 ,V 上 土 的 结构 只 有 “二 ”和 
“€”. 这 里 的 “二 ” 即 通常 涵义 下 的 “相等 ”, 而 “E€ ”不 过 是 由 2F 公 
理 所 限 定 的 二 元 关系 ,其 相应 于 二 元 关系 符号 “€”。 


设 给 定 了 某 个 集合 全 域 Y( 即 一 个 固定 的 了) 。 我 们 以 三 条 公 
理 为 例 , 解 释 一 下 什么 叫 *V' 满 足 该 公理 ”, 或 者 “该 公理 在 六 中 为 
真 (成 立 )”, 空 集 公理 44 为 :3cYy("y€ r) HNA VEE Ag, R 
Ag 在 V' 中 为 真 , 即 是 说 “在 让 中 有 一 xz, 使 V 中 的 任何 y,y 积 工 
都 无 关系 “&E”” 可 用 记号 写作 : 

HEK VyOV yE x), 
W keV AtyQEV' = 站 (ETz))); 
而 公理 AU 在 V' 中 成 立 , 即 
OV DOV WV" uE yS REV (Er AuEz)), 
亦 即 Ye (LEV > Fy (yOV! Ate UEN > EE yS REW Ate 
Ex AuE2 4 
再 如 公理 AP, 它 在 V' 中 成 立 , 即 
YEV" IYEN Wu EV we y WEV' CE ut Er, 
亦 即 Yer OV' SJ OW A EV! > (un Eye Yt COV > 
Eut E1), 
H C RREA VOPR RT O ERRORE A AP 即 : 
2@V' y= {u EV Au7}HE@V"'y 可 见 , 当 VY' 中 车 仅 有 可 数 个 个 
KG RE > 中 有 无 穷 个 个 体 ( 此 时 z 的 子 集 有 不 可 数 多 个 ), 但 
所 得 的 y 中 也 仅 有 可 数 个 个 体 。 

总 之 ,正如 L-S-T 定理 (第 三 章 ) 所 述 ,一 阶 逻辑 不 能 刻 划 住 
无 穷 模型 (或 不 能 抓 住 无 穷 模型 ), 故 上 述 ZF 的 全 域 V 也 就 是 各 
种 各 样 的 了 ,只 要 其 能 满足 ZF 的 各 条 公理 即 可 。 

这 里 再 作 一 点 注解 .ZF 的 公理 AS H, A POERA 
AE AR 中 ,也 有 “4 (a,5) 是 一 阶 公式 "之 说 ,这 就 是 说 ,PCa》， 
Ala, WEL MM S={E}. AEM. — MARIE MS FE. 
SRP RZ HRA RR RM Blab EE 
Li 4 ZF 可 肯定 其 有 个 体 OV 时 ( 即 无 论 Y 怎样 不 同 ,总 会 
有 这 个 体 a), 即 可 将 BCa,5,a) 也 扩充 为 一 阶 公式 ;实际 上 . 即 
Blab DEL S =E ,a}, 可 见 扩充 一 阶 公式 ,不 会 改变 原来 
的 语义 涵义 ,因而 ,在 ZF 的 公理 AS,AR 中 ,允许 Pla), Alab) 
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为 扩充 的 一 阶 公式 。 
34 ZF 的 可 构成 模型 工 ,ZF 与 ACLCCH 的 协调 性 


这 一 人 小节, 只 能 作 个 概括 介绍 .但 也 能 使 读者 了 解 证 明 过 程 和 
方法 一些 细节 省 略 了 。 
(1) 广 义 连续 统 猿 想 OCH 8. Plo) =0.,.,0 为 序数 。 当 a 一 
0 时 , 即 CH ER RAE PS Rid CH, MARR Ae COE 
ZF) 也 可 有 类 似 的 表述 ,不 过 ,由 于 公理 集合 论 ‘ 包 括 ZF) 中 ,集合 
全 域 是 各 种 各 样 的 , 故 以 上 的 表述 并 不 很 确 场 。 而 应 换 成 以 命题 
(抽象 形式 ) 表 示 , 比 如 ,CH 可 表示 为 ， 
fan fA (1con(y) AOO) Anum bly) 
A Yz Ca conle) A O, C) A numblzy 
ySz)) NYr(rEP wegg (x) 
=rAzEy)], 
Bet fun RRS 是 1 一 1 的 函数 ”,con Cy) 表 示 “y TH”, 
numb RR y 是 自然 数 ”, 这 些 是 可 以 全 用 LIS = (ep ay 
公式 表示 出 来 .有 兴趣 的 读者 试 补 出 来 ,并 请 试 练习 写 出 GCH. 
当 用 这 种 抽象 的 命题 表示 了 GC 吾 , 且 尽管 在 各 种 集合 论 中 均 
“形式 上 ”相同 ,但 其 涵义 却 是 有 所 不 同 的 ,在 朴素 集合 论 中 ,这 种 
表示 就 是 Cantor 的 涵义 ,而 在 公理 集合 论 ( 包 括 ZF) 中, 因 其 中 变 
重 所 指 的 ,是 全 域 并 不 确定 的 个 体 , 故 役 此 有 实质 上 的 差别 .特别 
大 在 ZF 中 ,其 连 "计数 "和 "“ 非 可 数 "都 无 法 区 别 ,又 如 何 能 确切 表 
3& CH $ GCH 呢 ? 但 是 , 正 是 由 于 这 种 “形式 ”上 相同 ,使 得 在 ZF 
证 得 的 独立 性 结果 ,在 其 他 公理 集合 论 中 也 同样 能 成 立 。 换 句 话 
说 ,要 想 不 加 新 的 公理 ,试图 去 证 已 经 证 明 的 独立 性 结果 , 那 是 不 
可 能 办 到 的 .这 就 是 ZF 的 重要 贡献 。 
(2) 定 义 可 构成 摸 型 
可 构成 模型 工 , 是 G6dei 证 明 ZF 与 4C、GCH 协调 时 而 构造 
的 ZF 的 模型 .这 种 模型 是 内 模型 ,正如 Henkin (EA BRA 
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所 用 的 方法 .当然 ,Godel 是 在 1939 年 作 这 件 事 的 ,而 Henkin 则 是 
在 1949 年 -这 二 大 的 开创 性 工作 构成 了 现代 模型 论 的 一 个 重要 研 
究 方向 。 
AAA EP EM TARE. 
BX WEE WS X =XUX+, 
而 Xt = {yl Ine eH, EX, yale eX | Ade, 
uR P, Ad ashi be DEAF X WAR A Ca, bie 
b) oS IRE — FART X HAR Aa obi yo)” 
对 任 给 ZF MAK X EB wB 中 的 量词 分 别 作 如 下 限定 ,即将 
YB, wB 分 别 改 为 
(VB Yv € X > Bd, 
CAvB)x PEKA EX A Bx), 
其 中 ,Bx 也 假定 是 已 作 过 相应 改变 的 了 .那么 , 称 (3)r 为 “相对 于 
X HARB”. 
那么 ,从 六 得 到 的 X ,满足 下 述 定理 。 
引 理 3. 1 DXISPCOUX; 
DX PRA: 
DX 车 为 无 穷 集 , 且 假设 AC, WRT |, 
EA 仅 需 证 X 为 集合 。 
HAS, y= {zlzE XA Age otis te NAIRA: 
H AR, {ys1nEw} 也 为 集合 ; 
再 使 用 AU, be Uiy.1xEw} 孔 是 集合 ， 
Ti X* = U yt X BRE ILE. 
现在 ,构造 可 构成 模型 也 。 
M=Ø 
M= U MY» r= UM. 
为 更 具体 地 看 到 工 的 构成 ,如 下 计算 一 些 Ma: 


M=Ø 

M$ =iy= {zE Mol A}} = {lE B|A} =} s{D}=— PCM) 
M =M UM =D UDE {D} =P Me) 
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M,=M'.={@} 

My = (y= {2€ M, iz=2)=M, y= {z€ M, | zz) =O} 
=D}: D}=PUM,) 

M =M UMi =i% {Z} =P) 


Ms =M) U i Y U (Ma Y U= 

一 ! 从 应 开 始 构造 的 所 有 有 穷 集 } 
Mi= {Man Si y= iE Milesa ha HAR) = (a) ret 
M'a= (Me Ø, (alas (a SHER AAR} 


DEX BML 均 传递 , 且 MO La 

现在 ,解释 一 下 工 AY, 

1) 工 是 从 $,w 出 发 ,经 AB,4S,AP,… 等 各 种 运算 而 得 到 的 
所 有 的 结果 ; 且 要 注意 的 ,这 各 种 运算 不 是 进行 任意 有 穷 次 .而 是 
进行 超 穷 次 运算 。 

2) 世 一 方面 是 具体 定义 (构造 ) 的 了 ,又 依赖 于 , 故 王 可 写 
成 了 ;这 种 依赖 性 表现 在 两 方面 :一 是 &% 和 ;二 是 序数 ;对 不 同 的 
VV ,构造 相应 的 Lv 时 ,要 “ 耗 尽 ”y 中 的 序数 ,进行 超 限 次 运算 
超 穷 次 运算 )。 

DAT ZF 的 极 小 模 好 ,有 相应 的 Las A Lu 一 M ;在 构造 Lx 时 
只 是 耗 尽 Cantor 意义 下 的 可 数 序数 。 

4 在 构造 L 时 ,如 果 令 Mo 二 wU {a}, HE 为 极 小 模 M 中 
所 没有 的 w 的 子 集合 (注意 到 © 有 不 可 数 多 个 子 集 ,而 极 小 机 M 
中 只 有 可 数 个 , 故 这 样 * 设 为 …" 是 可 以 的 》, 而 之 后 与 上 面 同 样 
地 进行 构造 , 则 所 得 的 相应 的 Lv ,也 是 满足 ZF 公理 的 。 

上 述 对 工 的 解释 ,可 用 下 面 的 两 个 图 (图 5-2) ,形象 地 加 以 说 
明 。 

定理 3. 2 工 满足 ZF 公理 。. 亦 即 工 是 一 个 具体 构造 (或 定义 ) 
的 V。 

证 明 应 该 说 ,从 上 述 对 工 的 直观 解释 看 ,定理 显然 成 立 。 但 
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YE 一 
M (可 数 可 构成 ) (外, 不 可 数 柯 构成 ) 


图 5-2 


为 告诉 读者 如 何 作 类 似 证 明 , 兹 选 四 条 公理 严格 论证 之 ,这 里 提醒 
读者 注意 ,因为 是 内 模型 , 故 对 “E "无 需 作 解释 ， 

DASE L PRE: Y JOL, HIE rOL HATE DCB x 
GD) RE E 

ByG@LlL A YOLO z € y)), 

故 4 在 工 中 为 真 。 

2)Ae 在 工 中 成 立 : 即 要 证 

Yr, OLYL E rz € yr = y), 

“ 工 满足 传递 性 , 即 

© L Ay€x>yOL (8 TP) Ur E M= ORM); 

“Yr, OL EME ROL GE rec € y) 成 立时 ,由 上 上 的 传递 
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RHEI Ear E y A OL Kh roy H TRIJE L PGX 
里 的 “元 素 ”, 实 际 是 分 别 与 xz,y 满足 关系 E 的 元 中 的 个 体 ), 因 而 
xl y 的 "元 素 ?" 完 全 一 样 , 故 < 一 y。( 为 使 读者 更 容易 掌握 这 里 的 
证 明 , 我 们 从 反面 再 看 看 情况 会 如 何 。 当 工 不 满足 传递 性 时 ,比如 
HA rcr ir 加工, 那 一 当 一 zEy 时 ,就 不 会 有 x 一 y, 而 前 提 
只 是 


WeOLl (z€ x@z€ RL, 
Ae 就 不 能 保证 成 立 了 。》 

DAU 在 工 中 成 立 ， 

ROLA LELKE aa HEBE O), HOM., 
再 由 Ma 传递 , 任 YE rE y HA yM RA OM DOOM. 
As Er AtEy)} 即 为 Ux, 而 其 显然 也 属 干 M4;, 故 Ur@L。 

424B 在 工 中 成 立 ; 

Kc yOL, HW LE RA e. 8,0,(0).0,( 2), A OM yO 
aa* 再 由 序数 和 M. 的 定义 ,可 设 <s8, 那 么 ,z,y@Me* 但 是 

{2M lee Ve=y MA Cosy) RE Mi 中 ,因而 ,也 在 
M's 中 ,从 而 在 Ma Piy OL. 

其 他 公理 ,如 AF,Aw,AP,AR 在 工 中 也 是 成 立 的 ,不 过 证 明 
细节 相当 繁琐 , 故 这 里 略 去 .有 兴趣 的 读者 请 参阅 Cohen at J. L. 
Krivine 的 书 。 

《32 可 构成 公理 V 一 二 

该 公理 的 涵义 是 :任何 集合 均 可 由 构造 工 的 过 程 得 到 . 亦 即 
集合 全 域 Y SHEL BAMA ZF 的 一 个 公式 A 表示 , 即 AS 
13S=(E) ,而 4 的 洱 义 是 Y 一 工 . 为 简单 明了 起 见 , 常 记 作 了 一 
L. 


定理 3,3 V= 在 工 中 也 成 立 , 即 (V 一 L), 为 真 。 

WA VV= 工 可 用 公式 Wz[3a(O,(a) 人 zxE 2M,)] 来 表示 C2 工 
EARE, HRA LOV, BARRA VOL iV = L, B 
为 : 

VOLKL (Ona) A (rE Mz) 
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亦 即 VELIL O, (a> A Dy OL x Ey A Cy = Made 
现在 即 证 明 此 公式 为 真 。 

MIHE OL, R L HEXIA a,0, la), A OM ,那么 ,使 
HOLO, (2) (0, (D) (该 结果 在 证 Ao 在 工 中 成 立时 ,要 
证 的 .这 里 ,当然 均 略 去 ), 故 OLTIN L HELA y@L, 使 (yx 
=M). 成 立 。 这 样 , 只 要 证 得 rE y 即 全 部 证 毕 。 而 这 又 要 利用 “3 
= M.” 的 所 谓 纯 粹 性 {absolute) (所 谓 “ 纯 粹 的 "直观 涵义 是 :4A 纯 
粹 , 则 要 判定 4 真 与 否 , 只 要 找 一 个 充分 大 的 传递 集合 ,使 其 足以 
包含 4 所 谈论 的 对 象 ,那么 ,在 这 传递 集中 判断 4 真 与 否 就 足够 
THH, M Cy =M). 可 得 y 一 M.( 妇 在 V PR A EM., 
可 得 rey OH ES MIE, 

(4)ZF 5 AC.GCH 协调 

定理 3.4 1)ZFI-W=L)—-AC; 

2)ZF I W=L)>GCH. 

后 而 再 来 证 定理 3. 4 。 现 在 来 看 看 ,如 果 该 定理 已 证 , 则 得 到 
了 重要 的 结论 :ZF 与 4C ,与 GCH 均 协 亩 .因为 很 设 定理 3.4 已 
证 , 则 对 ZF 的 任何 模型 ,(V=L) 一 AC,(V 二 LL) 一 GCH 在 其 中 也 
均 成 立 , 再 由 定理 3.2 ,可 构成 机 工 是 ZF 的 模型 ,而 又 由 定理 
3.3 (V =E L PERZ. i AC,GCE 在 工 中 也 均 必 定 成 立 ， 
OPEL CAC), s (GCH); AALA ZF 与 4C,GCH 协调 。 

现在 即 来 证 明定 理 3.4 1) EEV SL) AC, BUR V =L, 
证 4C, 而 利用 AC 的 等 价 形式 AC。( 即 良 序 定理 ), 只 需 证 工 中 的 
集合 均 可 良 序 .为 此 , 先 证 下 述 引 理 ,2F 中 有 公式 Alvey), 
使 得 若 > 是 z 的 良 序 时 , 则 eo YH AG yD BE oO 
在 来 证 该 引 理 。 

ERRA Casati sy Su (eer A Bett IA 
EG=L RIES AnE a; 

Hy Bc RY APPR RR 

Ye OyO) AAR ORED A Cy HT R EHD A 
Cy tt RSH; 
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EE. BD BY ik SE LE Gn eta em ote ot E wet Exot, yi =, 


pee Cr 
kas wert ,定义 
Pu) = nek, + 1) 序 组 [对 某 & CC elu) 成 立 ]， 
注意 ped FE A TUF Clu POH u= (Erl A Berti s 
ti dhs 
那么 .这 项 将 < 的 元 素 与 最 小 的 构造 x 的 (&, 十 1) 序 组 对 应 起 
RGE w M y 的 序 最 小 ) .因而 ， 
y 中 序 , 4u,vezr Ht, 
A wine a Auce u€rwveec hf, 
VCD) 之 gv)， AMC, 4a ver, 
Ti ewe ct; 
FM OOO BF To’, EGER ATE ZF 中 进行 的 , 故 引 理 
证 毕 。 
现在 ,利用 该 引 理 ,利用 超 限 归纳 法 定义 M4 的 序 , 从 而 可 完 
成 定理 3.4 1) 的 证 明 . 设 对 Ma(B<a) 的 序 均 已 定义 好 ,再 按 引 理 ， 
定义 Cdo) 的 序 ,而 后 按 自然 的 次 序 定义 CMa) 的 序 , 即 :对 =E 
M= U Me) & fr) = WL E My IBA RHE zyEM.， 
ex acy | 接 Me 中 序 ， 当 AD 一 TCD=pca 时 ， 
acy, SIS Cy) At, 
这 样 , 即 可 将 任何 x@L 均 排 好 了 序 . 至 此 ,定理 3.4 1 证 毕 。 
为 证 定理 3. 4 2) ,我 们 不 加 证 明 地 使 用 下 述 二 引 理 : 
引 理 1 O, (OSOM (这 在 证 Aw 在 工 中 成 立时 也 用 ,未 
证 明 ); 
引 理 2 rzGM.,0.Co ,wXa,ySr,>38,0,(8). 3 = F yO 
Moo 
现在 来 证 定理 3. 4 2?. 类 似 证 定理 3.4 1》, 不 过 这 里 不 直接 使 用 
Y 一 工 , 而 是 使 用 1 的 结果 ,即使 用 AC RA BE VL AC, 
而 要 证 2》, 即 假设 下 = 工 , 证 GCH BUA V=L 及 1)》, 即 可 使 用 4C。 
首先 ,使 用 引 理 1, BET = Mico 无 穷 时 ) 。 因 为, 当 注 意 到 用 来 定 
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X M. NTR OR BSG : M5, OM A Man LAE 
Ae <M. Am {v MKR i 为 基数 ,上 且 8 为 的 下 
-个 基数 ,由 引 理 1, M+1; 和 由 引 理 2: 对 任何 ya HD.» 
了 了 =a 十 778,ySMy: 再 由 Me 传递 ,可 得 PCa) CM, PCM, 
二 及 :但 从 Cantor 定理 ,P(e)> 嘉 ， SPOS g ;结合 上 述 , 得 到 
Pl) = p 而 有 . 即 4 的 下 一 基数 ,这 即 GCH。 
因而 ,定理 3. 4 2) 也 证 毕 。 


3.5 ZF 的 其 他 模型 ,ZF 与 V 关 L, 一 AC, 一 CH 的 协 请 性 


51) 三 条 更 高 的 公理 : 即 模型 存在 公理 4 对 ,标准 模型 公理 
ASM 和 大 基数 (不 可 达 基 数 ) 公 理 47。 
AM: A- ERMD TEREC, HE ZF 的 模型 。 
可 用 ZF 句子 
dz (Ag. A Ae, AAU, A AB. A AP: A AS: AAR. AAF, NAL) 
来 表示 它 ,当然 ,对 公理 模式 AS 和 AR, 则 要 将 公式 的 形成 规则 也 
用 ZF 的 语言 表述 , 方 能 作 到 .从 第 三 章 中 ,在 Peano 算术 中 描述 
公式 的 规则 可 知 ,这 是 不 难 作 到 的 。 
ASM, HRAM, EME R 一 {xr,y) rOy AOM A y 
FA), MRA 是 ZF 的 模型 ,该 公理 使 *E ”和 “属于 ”建立 关系 ,这 是 不 
同 于 AM 的 。 
AT; 有 一 不 可 数 基数 4, 使 得 1) 如 果 BAMA 不 是 小 于 A 
的 这 些 BB 之 和 ,2) 对 任何 B<A.PCR <A, HTA RDE A 
的 集合 是 ZF 的 模型 , 故 47 也 蕴涵 着 ZF 有 模型 。 
鉴于 这 三 条 公理 均 荀 涵 着 ZF ARN, AAS ZF H 
调 , 故 由 Godel 不 完全 性 定理 ( 即 Godel 第 二 不 完全 定理 :Peano 
算术 协调 是 独立 于 Peano FRAJ), ZFA AM, AM, ASM, < 
ASM, A1,"141. 这 样 ,ZF 加 上 AM 或 ASM 或 47, 才 是 真正 加 入 
了 新 的 公理 。 
(2) 极 小 模 M( 兄 图 5-3) : 
在 介绍 可 构成 模 工 时 ,就 讲 到 ZF 的 极 小 模 M. 任 何 ZF 的 模 
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N.N” N M 同 长 ) 


型 都 包含 M. 那 么 有 : 

定理 3.5 ZF 十 ASM 葵 涵 着 ;有 一 个 唯一 的 可 数 传 递 模 M, 
使 如 果 是 一 标准 模 , 则 有 M BUN He. 

(3)Cohen 构造 模型 的 基本 思想 : 先 证 一 定理 ,用 内 模型 法 构 
POR ZFAVAL ,ZF 十 一 4C ,ZF 二 了 CH 的 模型 ,由 此 ,要 获 
得 上 述 结果 ,只 能 另 谋 他 途 , 比如 * 外 模型 ”法 .但 他 仍 采用 Godel 
神 成 工时 的 直 谓 的 ( 即 分 成 层次 的 ?方法 ,通过 加 宽 极 小 横 M4, 得 
到 三 个 相应 的 模型 N,N" 和 ON’ 。 如 图 5-3 所 示 。 

因为 是 加 宽 好 ,将 一 些 新 对 象 加 入 到 M 中 , 故 必 须 对 这 些 新 
对 象 间 , 及 对 新 \. 老 对 象 癌 解释 “E ”和 "一 ”. 这 不 像 内 模型 法 ,都 是 
原来 ZF 中 的 ,因而 也 无 需 作 解 释 。 

比如 Cohen 构造 模型 N 时 ,是 令 Mt =wUfa} ,之 后 构造 办 法 
间 极 小 模 M.。 但 要 将 “解释 为 不 可 构成 的 集合 , 即 得 到 Y 尖 过 在 其 
中 成 立 。 又 如 他 构造 的 模型 N , 则 是 往 Ms 中 加 入 函数 ,使 达到 
一 CH 在 模型 中 成 立 . 而 当 他 构造 N" 时 , 则 是 往 az 中 加 入 不 能 良 
序 的 对 象 ,使 达到 一 4C 在 其 中 成 立 。 

当 往 M, 中 加 入 新 的 个 体 ( 比 个 a 等 时 ,可 用 公理 刻 划 它们 ， 
也 可 不 加 公理 ,采取 另外 的 方法 .Cohen 则 是 通过 他 所 创造 的 力 追 
条 件 来 刻 划 这 些 新 对 象 , 从 而 使 满足 所 需 性 质 的 新 对 象 ,被 强行 如 
入 论 域 之 中 ,然后 再 解释 “E”“ 二 "等 关系 ,从 而 证 明 公理 在 新 模 
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型 中 成 立 。 

这 里 解释 一 下 所 谓 力 迫 条 件 . 力 迫 茶 件 就 是 形 如 aEasm 作 a 
GasnEw) 的 公式 组 或 的 协调 的 有 限 集 ,Cohen 使 用 无 限 个 力 迫 条 
件 来 刻 划 新 加 入 的 对 象 ,比如 ,对 a 解释 为 自然 数 的 子 集 合 a 
即使 得 

a = ALODE E a E P, RA Pn RARE) 
TR C = WRG RE AD IEA M 
EFIDP Leek 
c= JAMP beac, 
BH “AAAS Cohen 书 中 用 19 条 规则 来 定义 力 迫 关 
系 .其 基本 思想 有 二 :1) 芒 极 小 模 M 中 的 个 体 应 同 原 来 的 ;2) 凡 涉 
及 新 加 入 的 对 每 , 则 应 符合 力 迫 条 件 的 信息 中 所 合 之 内 容 。 

最 后 ,在 构造 模型 中 特别 要 注意 有 无 带 入 引起 麻烦 的 东西 。 比 
如 有 无 新 的 序数 ,有 无 引入 和 所 需 性 质 相 矛 层 的 东西 . 王 浩 在 他 的 
书 中 评论 Cohen 的 模型 时 ,说 ;“Cohen 的 方法 给 出 了 一 种 以 很 经 
济 的 方式 增加 新 的 集合 来 扩充 模型 的 方法 它 使 得 新 的 模型 仅 有 
为 增加 新 集合 所 力 迫 的 性 质 ,而 使 新 集合 与 模型 的 相互 影响 保持 
到 必要 的 最 小 限度 。” 
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练 习 题 


第 二 章 “理想 计算 机 与 有 穷 性 原则 


Se ia 一 
DSS 
- rem x, y){x/ vy]div(x. y) 
等 函数 甩 是 原始 说 归 画 数 。 


(2) 试 证 明 连 加 , 闫 来 是 原始 递归 算 子 , 即 ;如果 六 Xi AgaZ) 


RR RY . 
Blo, WEY fy 0,52) 


zx 


和 n 
Axe x,y) = | JA) 
也 是 原始 递归 函数 。 
(3) 试 证 明 分 情形 定义 算 子 是 原始 递归 算 于 
OR =w BRR RBI 
a =a = Latn2 2un=unsu, tus, 
试 证 明 ffa) 是 原始 递归 项 数 。 
(= vs)" [二 A] 
提示 ;x. = 2 2 
45 
. _ fo, 如 果 革 为 偶数 ; 
a et 天 二 
是 部 分 递归 函数 。 


$ 3. Turing 机 器 


MORA Turing 机 计算 以 下 函数 : 
(a) MEA: Adda. y)=r+y 
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= ae « _ [ii mae 
DEFRO d= Os mtn, 


DRHE Turing 机 计算 乘法 函数 xz"y。 
(3) 按照 3. 3 中 所 提供 的 方法 ,具体 构造 一 个 符 导 集 为 10,1, * } 的 通用 
Turing EPRE TWA SRA) BAHAR? 
4? 试 构造 二 状态 ,三 状态 入海 独 计 算 3(2),3(3)。 
5) 思 考 :为 什么 计算 机 是 有 穷 自 动机 ?有 有 穷 自动 机 不 能 计算 乘法 , 那 计 
算 机 的 “乘法 "是 怎样 实现 的 ? 
《6) 如 果 flr a) FE Turing 机 可 计算 函数 , 试 证 明 有 无 穿 多 个 不 同 
的 Turing 机 计算 它 。 
《7) 给 出 一 个 能 行 的 编码 函数 OO ,其 满足 ; 
DF 三 ,Ms 是 两 个 不 同 的 Touring 机 , 则 Ta OMT 3 
DIE- Turing YL M, 可 以 能 行 地 找到 自然 数 加 ;使 m 二 MT ; 
3) 对 在 一 自然 歼 m ,可 以 能 行 地 判定 是 否 有 Turing 机 MM 使 mx 一 MT ,并 
能 行 地 找到 相应 的 Mo 
“82Tucing 机 停机 问题 : 
假设 7 是 一 个 满足 上 题 1) ,27 和 3? 的 编码 函数 ,那么 , 令 
_ 10, 如 果 有 OMT =m, A MBAS EL: 
LEM. 
REH A RE Turing 机 可 计算 函数 。 
《提示 :利用 (mn) 的 不 可 计算 性 ,并 利用 递归 函数 与 Turing 机 的 等 价 
性 .) 
《9) 证 明 Ackermann MAE Turing 机 可 计算 函数 。 
《10) 利 用 递归 函数 等 价 于 Turing 机 可 计算 函数 ,并 设 gd =e 的 小 数 
表示 的 第 s 位 数字 , 即 
#0) = 280) = 718) 一 18C3) = Ber 
证 明 g(n) 2 Turing AHH BK. 
“IDE GY) Ba SMR BD 
GOP = {10x0 02, 00f Cry or) | flare AE RL) BR Rm 
n+l IRES. BA Post 系统 (4,{o},P),0,1E4, 使 G( 廊 是 它 的 导出 
集 , 则 称 了 是 Post 可 计算 函数 . 试 证 明 ;Post 可 计算 函数 与 Turing 机 可 计算 
BRA. 
+ 182+ 


An) 


$4. 计算 机 的 数学 模型 (MMCMD 


(1) 试 编制 计算 十 进 制 乘法 的 MMCM 。 

(2) 模仿 上 节 Turing 机 可 计算 荔 数 与 递归 函数 的 等 价 性 的 证 明 , 证 明 : 
URM it Ree SHH BRS Ht. 

(DH A,B 是 自然 数 集 NN 的 于 集 ,定义 

AQB= '2r|zE APU {2x+1|xE B}, 

WEN ADB 是 递归 集 当 且 仅 当 A4,B HRH. 

《9) 设 了 是 一 元 Turing HLA RK. ACDom(f), > g= st AE g 
Æ Turing 机 可 计算 当 且 仅 当 ABATE. 

《5) 设 地 是 一 元 函数. 试 证 明 : 了 是 Turing 机 可 计算 的 当 且 仅 当 {2:35] 
zE Dom M RENTRER. 

OR ARAMA ER ENA 可 被 一 个 全 定义 递归 函数 不 重 
SBR. 

《7) 设 FERR GB OB M 4 SE, BOTT AE iE 
六 1 (4) 是 递归 集 , 而 f(A),f(B3 和 7-'(8) 是 递归 可 枚 举 集 , 但 不 必 是 递归 
集 . 如 果 了 是 一 个 1 一 ?对 应 的 双 射 ,有 什么 不 同 ? 

(8) 设 AS REBAR, REH AUB. ANB AGB (REG) EY 
REFER. 


第 三 章 ” 有 穷 性 逻辑 和 有 穷 性 数学 
§ 1, SRE aS 


(1D 试 构造 两 个 Post 系统 分 别 生成 本 节 中 群 语言 的 项 及 合式 公式 之 集 。 
并 证 明 这 二 个 集合 是 递归 集 。 
(2) 试 从 直观 上 验证 本 节 中 各 条 推理 规则 的 可 千 性 。 


8 2. Sz ie 


(DË 4 BS REM A* 可 数 。 
22 论述 并 证 明 公 式 的 唯一 分 解 定理 . 
(3) 令 8= (十 0,1}* 试 给 出 一 组 公式 刻 旭 Peano BOR, 
(DRESU TEPARA: 
DA>BHI AVB; 
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2) ABH CAB) A (B+ ADs 
DAA BDH TAVOAB, TAY BHT AATB (AR RRs 
DAACAVB)HA, AVCAAB)HA RKHD; 
DAAN BHA, AV (BA BHA: 
DAA BVOHIAAB)V CAAC) 
AV BAOH(AVBDA VO } GTR). 
(5) 利 用 上 题 证 明 合 取 ( 析 取 ) 范 式 定理 : 任 一 公式 4 均 有 与 其 等 价 的 合 
取 ( 析 取 ? 范 式 。 
《6) 写 出 以 下 公式 的 合 取 范 式 和 析 取 范式 : 
1) (CAA V BD BACH AVC 
2) (ASB) (7 AMO) (Bam C) 
COREA PRB 
DO YTA) H Irm AG) 1A) HYT AG 
2)Vz2A ba) A WeBlr) HYælA lr) A B(r)), 
3z4(z)V3zB(z)?Hl3z(ACz)V Biz): 
(OH Qr, Qr Qr Eir BAe REN: 
DAAQIBI HQx(AABG))» 
AVOzB(a) HOr(AV Blr) ); 
DQ wd Cr) AQB HQ 2Qey( AG) ABO, 
QA) V Qay BOD HAQQ YC AC V BGs 
3)Q2A (D HIQJA) 
(OAR LH, (O ,证明 前 束 范式 定理 : 任 一 公式 4, 均 有 与 其 等 
Hera A. 
Ob EES ENE Bee FEES SOREN WA © H, 
对 任意 盏 和 9, 瑟 上 ?9 都 是 正确 的 。 
taD E= {a A, V mee VG veel Oot} SELL vvl, 
vllo RRE mv deer 
celcle REAR MBE Co Cy Crte 
DI Ak EAR] eR E PHR. 
WESER: A aH ENH r EAR, y 是 z 的 形式 证 明 是 "XZ" 上 的 
ARE. GER: EDK OR ORS RRB.) 
124 S={+,0.1}, mt HARK, 
Vr x+1=95 
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Waly (2t1=ytl~r=y), 
WXCXOA Ya (Xa >X z+ V2 Xa), 
GEE Ba $e ORAON RERA: D HtA AW. 


$4 有 穷 和 无 穷 命题 演算 


口 ) 斌 给 出 Ps 中 关于 一 和 一 的 推理 规则 (144) ~ 5b) 

GRR MAE SOF De VIF 
ro pf Ve Ve Vig oe ge 

而 = (proc ved a= tga yo gud 

(2) 试 按照 P. 的 推理 规则 ,证 明 ， 

(pV T a) Agel Ag). 

3) 就 有 穷 命 题 演算 的 “形式 证 明 "“ 语 义 ?“ 正 确 性 “完全 性 ”, 叙 述 有 
闫 的 定义 ,陈述 有 关 的 定理 ,并 证 明之 。 

(C4) 陈述 有 穷 命 题 演算 的 标准 合 取 范式 定理 ,并 给 出 证 明 。 

5) 陈述 无 穷 命题 演算 的 标准 合 取 范 式 定理 ,并 给 出 证 明 。 


第 四 章 一般 逻 辑 和 一 般 数 学 
§1. 一 般 逻 辑 和 一 般 数 学 的 定义 


01) 证 明 :1) A pe portoE Ts 
DA (po AT PIAT Chi A pA poh POAT Poa 
《2) 证 明 ibe Pil Pom Apo RPT i ET 


第 五 章 集 合 论 
$1. 朴素 集合 论 


(1) 试 证 明 任何 可 数 的 全 序 集 A TERANE @ 中 找到 全 序 子 集 Q, 
使 4 二 Qo。 
(2 证明 全 序 和 的 结合 律 : (w+7) 十 6 一 “+ OHE). 
(3) 设 D OFF RE Ye eR, 
w= Eps 
证 明 全 分 积 的 结合 律 及 对 全 序 和 的 右 分 配 律 : 
(Do ps 
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BOVEY Spt pe 
(4 证 明 序数 jy 十 1 是 pg BR PB 
DS Wi RAPA WTAE FEA EWC. he EE 
等 价 于 :可 数 良 序 序 型 与 可 数 全 序 序 型 的 势 相等 (提示 :对 ACN, Bin A, 
M A= NRL A=N" $ = 3 A ERE ALB MI EA fe.) 


8 2. 公理 集合 论 


ONÈ S ,S: 是 集合 ,证 明 S X Se= {iz sa) a ES n ES EERE. 
(2) 试 以 一 阶 语言 描述 :yU {y} Ez, 
(3) 试 证明; 任 一 序数 均 是 传递 的 。 
“(和 9 车 a, 有 8 是 二 序数 , 试 证 明 ;: 
aE€B 或 a 二 月 或 BE a 必 有 一 成 立 。 
(提示 :aU8 是 序数 ,满足 三 歧 性 。》 
(5) 由 正 由 公理 AF 知 :每 一 序数 = 都 是 E - 良 序 的 , 即 关系 所 是 a 上 的 
一 个 良 序 . 若 不 用 4 万 , 试 证 明 : 
.1?0 是 所 - 良 序 的 ; 
DË aR C-REN ati E -自序 的 ? 
"3) 若 5 是 序数 的 集合 ,出 US ÆE-R FH. 
(提示 :利用 (4)) 
“OR 4 是 一 集合 ,利用 AR 证 明 : 
Wa = {8| 存在 1 一 1 BR SB A} 是 一 个 序数 。 


§ 3. ZF Rk 


(DWE AC, > AC, MSHS REARS RP EH. GRR EY 
的 练习 (6 BE Wa) . 

(2) 试 证 明 ACU SACH R FERR AERAR ERAUS 上 
的 良 序 。》 

(DEV QE ZF 公理 ,了 是 了 到 V 上 的 1-1 对 应 , 且 有 一 个 一 阶 公 
HAG y) fH f@)=y SAY AG se Ey SAMY EFC) 
有 :(V ,8) ,满足 ZF PR AF 外 的 每 条 公理 。 

"(4) 利 用 上 题 ,构造 一 个 (V,e) ,满足 ZF 中 除 AP 外 的 每 条 公理 ,并 且 
有 aEV, 司 得 aea。 
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